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Das in der gegenwärtigen kleinen Schrift dem Vortrage ku 
Grunde liegende System von Liaiencoordinateu ist derjenige 
Specialfall des allgemeinen trimetriselien Systems (vevgl. Sal- 
mon-Fiedler, die Kegelschnitte, Art. 76), wo eine Ecke des 
Fundamental ur ei ecks in das Unendliche verlegt ist. Eine weitere, 
sehr wichtige Specialisirung liegt in der Featsetaung, dass die 
Coordiiiatenwerthe von zwei Puncten aus gezählt werden sollen, 
welche eine senkrechte Gerade auf den beiden parallelen Äxen 
bestimmt. Die Wichtigkeit dieser Bestimmung leuchtet ein, 
wenn man z. B. erwägt, dass durch dieselbe die Möglichkeit, die 
Elüpsengleichung in die Form u .v^ const zu setzen, auf zwei 
bestimmte Lagen der Coordinatenaxen eingeschidukt wiid Diese 
Lagen werden daher vor andern Tan^entenpaaien duich das 
System in ähnlicher Weise hervorgehoben, wie duich recht- 
winklige Punetcoordinaten die Axen der Ellipse vor den übrigen 
Paaren conjugirter Diametcr. In Fachkreisen ist das von mir 
zuerst in der Zeitschrift für Mathematik und Physik Bd. 21, S. 
278, dann in einer Programmabhandlung des Briloner Gymna- 
siums behandelte Coordinatensystem nicht unbeachtet geblieben. 
Ausser mündlichen und schriftlichen Mitthe Illingen namhafter 
Mathematiker hebe ich hier insbesondere zwei mit grosser Sach- 
kenntniss geschriebene Recensionen, die eine von Herrn Schlegel, 
Zeitschr. für Math. u. Phys. Ed. 24, S. 101, die andere von 
Herrn Günther, Darboux Bulletin Tome IIL Nov. 1879, hervor. 
Herr Schlegel hat zudem in obiger Zeitschrift Bd. 23, S. 195 
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IV Voi'woi't, 

den Nachweis geliefert, dass das System in der That dem Oar- 
teaischen vollständig redprok ist. 

Zur Zusammenstellung und Bearbeitung des gru'iftentlieils 
seit einigen Jahren fertig liegenden Materials veranlassten mieli 
Überlegungen und Bemerkungen niekt so sehr wissen scliaftlicher 
als vielmehr didaktischer Natur. Die Darstellung der Linien- 
coordinaten erscheint in den gangbarsten LehrbQchern der ana- 
tytisehen Geometrie, wenn überhaupt, dann in einer zwiefachen 
Complication. Die Liniencoordinaten werden erstens aus den 
Puncteoordinaten abgeleitet, indem man in den Gleichungen der 
geraden Linie die Coefficienten statt der Coordinatenwerthe va- 
riabel macht, während es doch nicht allein möglich, sondern 
sehr einfach ist, die Liniencoordinaten aus diesem Abhängig- 
keitsverhältnisse zn erlosen. Diese Abhängigkeit ist um so 
dmckender, als man dabei zunächst keine direct messbaren 
Strecken, sondern reciproke Werthe erhält, und daher das System 
nicht ein geometrisch erfasstes, sondern rechnerisch gewonnenes 
bleiben muss. Zu diesem einen Übelstande tritt der zweite, dass 
die gewonnene Thcone sofort auf trimetrische Systeme ange- 
wandt wird. Hier hat man nun freilich geometrisch anschau- 
bare Grössen, nämlich die Entfernungen der drei Ecken des Pun- 
damentaldreiecks von einer Geraden als Coordinaten derselben 
gewonnen, aber dieser Vortheil schwindet zum Theil wieder 
dadurch, dass ja nicht die Entfernungen selbst, sondern ihre 
Verhältnisse die eigentlichen variablen Grössen in der Gleichung 
eines Ortes sind. Triliueare Coordinat«u an und für eich sind 
aber zweifellos nicht die einfachste Form, da es wohl Niemandem 
einfallen wird, einem Anfänger von ihnen ausgehend etwa dii' 
C artesischen zu erklären. 

Und für den Anfänger elien ist die vorliegende Zusammen- 
stellung bestimmt. Darum auch hielt ich es für zweckmässig, 
etwa bis zum sechsten Abschnitte hin nur die allgemeinste 
Kenntniss der Punctcoordinaien und überhaupt diejenigen ma- 
thematischen Grundlagen vorauszusetzen, welche man an einem 
deutschen Gymnasium sich anzueignen Gelegenheit hat. Die 
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Vorwort. V 

letzten Abschnitte sollen zeigen, dabs daaSjatfm sich ain-h bei 
höheren Curven und für solche Fragen bewährt, die mau sonst 
nur mit Hülfe der Punetcoordinaten in den Lehrbüchern bear- 
beitet findet. Dabei bin ich «^udsätzlich allgemeineren Unter- 
suchungen, die mit der besonderen Natur unseres Systems in 
keinem Ziisammenbange stehen, aus dem Wege gegangen, mid 
habe auch hier möglichst wenig Specialwiasen vorauszusetzen 
und immer an die allgemeinsten Grundlagen anzuknöpfen mich 
bemüht. 

Der Verfasser. 
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Erster Abschnitt. 
Von den CooTdinaten. Deflnition. 

1. Wenn ein Punct sicli in der Ebene bewegt, so be- 
schreibt er eine Linie. Der Punct erseheint also als Raum- 
element. Indess kann auch die Geiad üb Raumelement auf- 
gefasst -werden. Denken wir ud^ an einen Kreit. die s imnitlicheu 
Tangenten gelegt, so werden duch jeden Punct dLi Ebene zwei 
dieser Tangenten gehen mit Ausuahme dei Pui cte im Innern 
des Kreises, welche von keinei solchen bei vlt,n getroflen werden. 
So können wir also den Kreis als den ^eometriscliLn Oi-t aller 
Geraden definiren, welche von einem gewis, en Puucte dem Mit- 
telpunete, gleichen Abstand hal eu Eine Zeichnung wiid dies 
veranschaulichen. Man ziehe ^ on einem Puncte P aus eine An- 
zalil, etwa 10 Gerade nach raDghchst verschiedenen EicMmgen, 
trage auf denselben von P aus gleiche Stiecken ab und eiriehte 
im Endpuncte auf jeder derselben die bonkrcchte die min etwa 
mit rother Tinte gezeichnet deuieu ni ge \Isdaun wird sich 
bald von dem Gewirre der rofchen sich duichkreuz enden Linien 
um P herum ein weisser Fleck abheben der deutlich i le Kreis- 
forra hervortreten lässt. Siehe Figir 1 dei angehin^jten Tafel. 

2. Wie es nun Aufgabe einer auf Pnnctcoordmaten ge- 
stützten analytischen Geometrie ist, das Bewegungsgesetz 
des Punctea durch eine Gleichung auszudrücken, so ist es 
Aufgabe einer sich auf Liniencoordinaten stützenden Geo- 
metrie, das Bewegungsgesetz der Geraden durch eine 
Gleichung wiederzugeben. 

3. Zu diesem Zwecke dient das folgende System. Man 
nehme in der Ebene zwei parallele Gerade an, die durch ein auf 
ihnen errichtetes Lot in den Punkten und Q geschnitten werden. 
Die Strecke QO, die Entfernung der beiden Parallelen, 
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2 Erster Äbsclinitt. 

wir e, und defimreii nun als Coordinaten der Geradon h, welche 
die Parallelen in den Puncten A und J5 schneidet, die in gleicher 
Richtung gemeasenen Strecken, OJ. und QB. Wir bezeichnen 
dieselben durch 

M = OA und v = qB 
und nennen die beiden Parallelen OA und QJ? mit Rück- 
sicht darauf die ?7- und F-Axen. Die Richtung, ^0 von der 
7-Axe zur Ü"-Axe hin gilt ala positiv. (Tafel, Fig. 2.) 

Ist als positive Kichtung der horizontal gedachten Axen die 
dem Beschauer rechts liegende festgesetzt, so kann man sofort die 
Aufgabe lösen: Man zeichne die Gerade, welche den Coordinaten 
u = a und v = h entspricht. Sie wird bezeichnet durch {a, b). 
Zur Übung zeichne man die Geradon (4,5); ( — 3,2); 
(5, — 6); (- 4, 6); (0, — 3); (0, 0). 

4. Umgekehrt hat jede Gerade der Ebene zwei bestimmte 
Coordinaten. Dies ist unzweifelhaft für jede Gerade, welche die 
Axen schneidet. Dagegen bedürfen die den Axen parallelen Ge- 
raden einer besonderen Untersuchung, Wir greifen auf dem 
Mittellote OQ einen bestimmten Punct A heraus und ziehen 
durch ihn die Gerade, welche die Axen in den Puncten C und 
D treffen möge. Dann sind OG und QD die Coordinaten der 
Geraden ACD. Nun ist, wenn AO = et, AQ^b 

a : 5 = M : «1. 
Wird nun die Gerade sich der parallelen Lage nähern, so wachsen 
die Coordinaten unbegrenzt, aber ihr Verhältniss ist ein fest- 
bestimmtes: das ihrer Abstände von den Axen. Ist dieses Ver- 
hältniss gleich — 1, so haben wir die Mittellinie der Axen, 
ist es -|- 1, so haben wir die unendlich ferne Gerade vor 
uns. Hat dies Verhältniss den Werth oder oo, so erhalten 
wir eine der beiden Axen. 

5. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung des Kreises. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir zwei parallele Tangenten desselben 
als ü- und F-Axe an. e ist also gleich 2r. Verbinden wir nun 
die Schnittpimcte A, B der willkürlichen Tangente L mit dem 
Mittelpunete C. (Tafel, Fig. 3.) 
Es ist; 

OA = u, OB = V. 
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Von den Coordinaten. Deflnition. 3 

In den Winkel 0^0 schreiben wir «, so dürfen wir auch C^-B 
ebenso a und die beiden gleichen Winkel bei Jß 90" — a nennen. 
Daher ist das Dreieck AGJi rechtwinkUg, mithin, wenn der Be- 
rührungspunct von L durch JD bezeichnet wird, 

also wegen BD = QB und I)Ä = ÄO 

u .V = r^ (1.) 

Dies ist die Gleichung des Kreises in Liniencoordinaten. 
Ist V sehr klein, so ist u sehr gross. Nimmt v zu, so 
nimmt M ab, bis beide gleich r werden, und nun wächst v un- 
begrenzt, während u verschwindet. Beide Coordinaten haben 
gleichzeitig das positive oder das negative Vorzeiehen. 



Zweiter Abschnitt. 
Gleichung eines Punctes. 
0. Von dem gegebenen Puncte P aus fällen wir auf die 
Axeu die senkrechte Gerade; Schnittpunete mit denselben A, B. 
Sei OA = a, QB = a. T'emer legen wir durch P eine will- 
kürliche Gerade, welche die Axen in C, D schneiden möge; sei 
OC = u, QD=v. Wenn wir nun noch einführen BB = c, 
also AP== c — e, so ist 



oder: 

(c~c)v-cu+ae-.0 (1.) 

Zu jedem gegebenen Werthe von n gehört ein ganz bestimmter 
von V, welcher durch die Gleichung (1.), welche vom ersten 
Grade ist, ermittelt wird. Dieselbe ist die Gleichung dos 
Punctes P. 

7. Umgekehrt stellt die Gleichung: 

^« + B-« + C = (2.) 

einen Punct dar. Wir bestimmen zwei Werthcpaare (mj, i'^) und 
(.^h) ^i); welche derselben genügen. Dann ist also: 
Au, -\- Bv, + C = 1 
^«2 + _ßj;, -[-0=0,1 ^ ' 



yGoosle 



4 Zweiter Abschnitt, 

mithin durch Subtraction 

A(n,-u,) + JS(v,-v;)-0 .... (4.) 
Ziehen wir nun die beiden Geraden (%, v^, (itg, v^), so scliueiden 
sieh dieselben in einem Puncte P. Jede fernere durch F gehende 
Gerade mit den Coordinaten [u, v) trifft iiuQ die Äxen derartig, 
daas man hat: 



Demnach ist für die Gerade («, v) 

Au + Bv — Au, — Bv, = 0. 
Und dies stimmt in der Form mit (1.) Überein und geht in die- 
selbe über, sobald man aus (3.) den Wertli für einsetzt. 

8. Wenn zwei Puncte durch die Gleichungen gegeben sind : 

Bii + Ev-^F^O \ ^ ' 

so kann man durch Auflosung nach u und v die Gerade be- 
stimmen, welche beiden Puucten gemeinsam ist, d. Ii. 
welche durch beide Puncte geht. 

9. Soll ein dritter Punct mit den Puneten (5.) in einer Ge- 
raden liegen, so muss die Gleichung dieses Punctes von selbst 
erfüHt sein, wenn die Gleichungen (5.) erfüllt sind. Daher musa, 
wenn die Gleichung des dritten Punctes 

Gm + 1/i) + J"=0 (6.) 

lauten soll, durch geeignete Wahl der Ooefficienten l, ^ die 
identische Gleiehimg erfüllt werden können: 
Gu + Hv + J=X{Au + liv + 0) + ^(J)«+F.v + r) .. (7.) 
Man muss also haben: 

G=. J^ + fiC 

J = 2.0 + iiF. 
Hieraus folgt dureli Elimination von A und jt 
BBF- OCE+HOD — BÄF+JAE~ JDIl — ... (8.) 
Oder in Determinantenform: 

e, Ä, Dl 

hl, B, e\—0 (9.) 

j ,7", C , f\ 
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Gleichung eiiiea Punctea. 5 

Dies ist die Bedingung, dass die drei Puncte: 

Du -\- Ev -\- F ^ . . , . (10.) 

in gerader Linie liegen. Stellen wir die linken Seiten der- 
selben durch die Symbole L, M, N dar, so können wir die 
Bedingung (6) auch so formuliren: 

Wenn die drei Puncte: 

L^O, M^O, N=0 
in gerader Linie liegen, so können die Coefüeienten X, {i der- 
artig bestimmt werden, dass man identisch hat: 

2V=Ai+ ftM. 
Die Umkehrung ist zulässig, wie sich aus dem oben Uesagten 
ergibt. Denn wenn für {Ua , Wn) zugleich L und M verschwin- 
den, so. verschwindet auch N. Also gehört die Gerade (u^, v^) 
auch dem Puncte JV ^ an. 

10. Die Gleichung u ^ v stellt einen unendlich fernen 
Pimct in der Richtung des Mittellotes dar. DerPunctM = 
ist der Punct 0, i? = der Punct Q. Diese drei Puncte, welche 
in gerader Linie liegen, erfüllen die vorhin angegebenen Be- 
dmgungen. Man schreibe dieselben in der Form: 

{L=)u-v^O, (Jf=)M = 0, {N=)v = 0. 

XI. Mau bestimme die Lage des Punctes u -\- v ^= 0. Eine 
Gerade dieses Punctes ist (0, 0), eine zweite (1, — 1). 

12. Man bestimme die Lage der Puncte M = 3«!,M-j-3t; = 0. 

13. Betrachten wir den Pnnct: 

« — v + C7=0 (11,) 

Demselben gehören die Geraden an (0, C) und (— C, 0), die 
mit denÄxen ein Parallelogramm bilden. Daher bedeutet (11.) 
einen unendlich fernen Punct. Derselbe liegt in der Rich- 
tung, welche mit den Axen einen Winkel a einschliesst, sodass 

^'-l (12.) 

14. Man bestimme die Entfernung des Punctes 
von den Axen. 
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Zweitci' Aliscliiiitt, 



Nach §. 6, Gl. 1. habeu wir tliü Gleicliiui^ 
Abstand von der F-Axe bedeutet: 

(c — e)v — cu -^ ae =^ 0. 
Daher miiss sein 



Das VerliäitnisB der Abstände ist also nur von A und B ab- 
liiingig, 

J^e=~i (13-) 

Punete, welche zwischen den Axen liegen, haben Glei- 
chungen, in denen A und B dasselbe Vorzeichen be- 
sitzen. Dagegen sind A und B yon entgegengesetzten 
Zeichen, wenn der Punet ausserhalb der Axen liegt. 

Denn für die erstehen ist ——- negativ, für die letzteren 
positiv. 

Zwei Punete mit den Gleichungen 

Au-yBv + O^O, Äu+Bv + I)==0 
liegen auf derselben Parallelen zu den Axen. 

Denn das Verh'ältniss ihrer Abstände von den Axen ist gleich. 
Dec oben gefundene Ausdruck für c zeigt, dass für Puncto 
im Unendlichen die Gloiebung die Form hat: 

Au-Av + C=0, 
wie wir sclion %. 13 erkannten. 

15. Mim ziehe durch den Punct ^Isf + -ß» + C= au 
der Geraden (u, v) die Parallele. 

Die Ooordinaten der Parallele sind zu berechnen. Da zwei 
Gerade mit den Ooordinaten M, v und ti -\- w , v -\- lü parallel 
sind, so muss sein: 

A(u-\-tv) + Bl:o-}-w)i-G=-0, 

. . . (14.) 



Au + Bo + C 
A + B 
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Gieichung uinos Pimotes. 7 

Mithin aiud die (Koordinaten dyr gesuchten (lOi'aiicii; 
Bio — Bv — C , Av — Äu— 

« + ,, = — z+jj— ' ^ + *'' = — z+i"" 

16. Zwei Punkte mit den Gleichungen 

Au + Bv-i-C = 0, I)u + Ev-{-F^O . . (15,) 

sind gegeben. Man bestimme die Gleichung des Mittelpunctes 
ihrer Verbindnngs strecke. 

Man kann der Gleichung aller im Endlichen gelegenen 
Punete eine solche Form ertheilen, dass 

A + B=^l 
ist. Diese Form soll die Normalform der Punctgleichuug 
heiasen. Besitzt Ätt -\~ Bv -j- C = die Normalform nicht, so 
ist dies sicher mit 

^^|-„t-"-o as.) 

der Fall. 

Nehmen wir an, die Gleichungen (15.) haben die Normal- 
form. Legen wir zu der willkürlichen Geraden u, v die Paral- 
lelen durch die beiden gegebenen Puncte, so sind die Coordinaten 
derselben nach §, 15 

u, = B{u-v)--G, % = Ä{v — u) — C 

u^ = E(ii -v)-F, v, = D(v - m) - F. 

Daher die Coordinaten einer Geraden, welche m, v parallel durch 

die Mitten der von den beiden andern auf den Äxen bestimmten 

Abschnitte geht, tj, a 

^ == ■ 2 , ö = 2"" 
Also 

2y,-{B + E){u-v)-C-F 
2o, — (4 + D) (ti - >i) — C - jF, 
und nach Elimination von u — v 

(^ + ») ^ + (i' + -E) « + Ü+ 1''=^ 0. 
Weun l, = Ound JW = die Gleichungen zweier Punkte 
in der Normalform sind, ao ist die Gleichung des Mittel- 
puücta ihrer Verbindungslinie: 

Z, + Jl/ = (n.) 
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8 Zweiter Abschnitt, 

Allgemein ist die Gleichung den Mittelpuncta der Ent- 
fernung der beiden Puncte 

Au + Bv-\-C = und Dm + £t) + i^ = , 
wenii diese Gleichungen nichb die Normalfonn haben: 

Au + Bv+ GI)u + Ev + F_ , „ . 

A + B — + ~jr+E — = '^- ■ ■ ^^^■> 

17. Ebenso wie vorhin bestimmt man die Gleichung des 
in der Richtung der beiden Puncte L = 0, Jf=0 liegenden 
unendlich fernen Punctes zu L — 31^0, wenn L und M die 
Normalform haben. 

18. Die beiden Puncte L=ö, Ji" == seien wie oben durch 
ihre Normalform gegeben. Man bestimme auf der Verbindungs- 
geraden diejenigen zwei Puncte, welche die endliche Strecliß 
zwischen L und M nach dem Verhältnisse 1 : + i theilen. 

Man lege wieder durch i = und M = die Parallelen 
zu der willtilrlichen Geraden u, v. Sind nun die Coordinaten 
der durch den gesuchten Punct gelegten Geraden t], co, so 
hat man: 



tj = 






und findet nun in derselben Weise wie in dem vorhin behan- 
delten Specialfalle als Gleichungen der beiden gesuchten Puncte 

M~lL=^0] ^^-'■' 

Die durch (19.) repr'äsentirten Puncte trennen die gegebenen 
L = und M=0 harmonisch. (Vergl. §. 44.) 

Sind M und L nicht in der Normalform gegeben, so hat 
man an Stelle von (19,) 

-'--B + li ^--^ A + S— , 

iyu^+^Ev_+ F _ Au + BV + _ " ' ^^'■'■> 

~n + E A + B I 

als die Puncte, welche 

Du-\-Mv-\-F^Q, Au -{- Bv -\- C ^ 
harmonisch trennen. Natürlich kommt dies auf (19.) aurück. 
19. Die Ecken eines Dreiecks seien durch die Gleichungen 
in der Normalform gegeben: 
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Gleielraog eines Punktes. 

L^Q, M^O, N=^0 (i>l.) 

Man bestimme die, Gleichung des Schwcrpuncts. 

Die Gleichung des Mittelpnncta von LM ist L -\- /If = 0, 
hat aber nicht die Normalform, da die Summe der Coefficienteii 
von M und v m L -}- M = 2 ist. Da nun die Verbindungs- 
hnio von M--{- L = mit N nach dem Verhältnisse 1 : 2 durch 
den Schwerpunct getheilt wird, so ist die Gleichung dieses 
Punctes nach Gleichung (20.) 

i + M+-ZV = (22.) 

20. Wenn eine Gerade (m, v) mit den Axen den Winkel a 
bildet, so ist, indem wir cc von den Axen nach der positiven 
Richtung QO hin zählen, wobei «>«, wenn k spitz ist, 

tg«-^T (23.) 

Man kann hieraus den Winkel zweier Geraden (ii, v) um] (■»', v) 
bestimmen. Nennen wir den Neigungswinkel (p, so ist 

Sollen daher 2 Grade (m, v) und (it, v) auf einander senk- 
recht stehen, so muss sein: 

e« + (»-.')(..~»)_0 (25.) 

Betrachtet man in (25.) (ii, v) als gegeben, (m, v) als veränder- 
lich, so stellt sie den Punct im Unendlichen dar, welcher in der 
zu (w', «') senkrechten Richtung liegt. 

21, Man bestimme den senkrechten Abstand p des Punctos 

von der Geraden (m^, v^. 

Nach §. 15 Gleichung (14.) ist das Stück, welches die Ge- 
rade (Mo, Vq) und die durch den Punct L zu derselben gezogene 
Parallele auf den Axen abgrenzen, seinem absoluten Werthe nach: 

- B 
Ist « der Neigungswinkel der Geraden (m,,, v^ zu den Axen, 
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10 ■ ZweitGL- Abscliniit. 

Daher, wenn man w^ senkrecht projicirt, 

{A + B) Ve» + [u, ~ v,f 
Gehört die Gerade (w^, v^) dem Punete i = an, so verschwindet 
Au^ -\' liVi^ -\- C \ und aiso auch f. In allen übrigen Fällen 
bat j) entweder das positive oder das negative Vorzeicben. Setzen 
wir fest, dass der Quadratwurzel "[/e^ + (''o ~ ""d)^ immer der 
positive Werth ertbeilt werden soll, so entsteht die Frage, für 
welche Geraden («„, v^ p einen positiven, für welche einen nega- 
tiven Werth annimmt. 

Verschieben wir die Gerade («„, v^) parallel mit sich selbst, 
so dass sie die Coordinaten (^Sp -{- w^,, v„ + ^''o) erhält und be- 
zeichnen den Abstand des Punctes L von der neuen Geraden 
durch p, so ist 

t—A _|_ „, ^ + g _ 

Für jÜQ = wird p = p' , wie zu erwarten war. Für 
_ J.Mo + Bv^ + C 

^« "~A + B 

wird ß' = und die Parallele (s. 61. (14.) ) geht durch den 
Punct L = 0. Lassen wir % in derselben Richtung weiter- 
wachsen, so wird '■ negativ. Daher haben Parallele, welche 
durch i = getrennt werden, entgegengesetzt gerich- 
teten Abstand von diesem Punete — wie zu erwarten war. 
Dreht man also eine Gerade in stets gleichem Abstände um 
i = hemm, so ändert j) seinVorzeichen; es muss also irgendwo 
ein Zeichenwechsel stattfinden. Dies ist nur beim Durchgange 
durch das Unendliche möglich, da die Gerade nicht durch 
£ = geht, also der Durchgang durch Null ausgeschlossen ist. 
Unendlich wird aber p nur für unendlich grosse Werthe einer 
der Coordinaten, also wenn die sich drehende Gerade den Axen 
parallel wird. 

Für das Mittellot wird 

G 

Das oben Gefundene können wir in das Resultat zusammen- 
fassen: Für alle Lagen einer Geraden, in welche dieselbe ge- 



y Google 



Gleiclinng emee l'unctes. 11 

langen kann, oluie durch den Punkt X = liiudurcli- 
augehen oder zu den Axen parallel zu werden, hat p 
dasselbe Vorzeichen. 

Lassen wir p eonstant und (muj^'o) variiren, so erhalten wir 
den geometrischen Ort alier Geraden, welche von einem festen 
Puncte gleichen Abstand haben, d. h. die Gleichung des 
Kreises. Sie lautet also: 

p\A + Bf (f + «' - 2«. + !,') _ e> (X» + B» + (!)'. (27.) 
Darin ist f der Radius, Au + Hv -|- C = der Mittelpunct. 
Nehmen wir 

2p = e, ^ = 5 = 1, C=0, 
so kommen wir auf die speeielle Form §. 5, Gl. (1.) Kuriick, 
22. Man bestimme den Ahstand zweier Puncte, s. 
Mögen die Gleichungen der beiden Puncte die Normalform 
haben. 

L=.Au-\-Bv^Q = 0, 
M.^J)xi-\- ^j; + F=0, 
^ + S = 1, D + .E=1. 
Daher die Abstände der beiden Puncte von der I7-Axe 
T\>'!9-i. weil nach §. 4 und §, 21 

»^ = oo, ^' = 0; j), = eB, i), = eE'. 

Fällen wir von Jj und M. die Senkrechten auf die Axen, durch 
die Annahme n == v, so finden wir als Projeetion der Strecke 
LM. auf die Axen: — G ■\- ¥. Daher: 



s^-^{B-Eft^^{G-Ff. . . . (28.) 
23. Gegeben eine Gerade (m', t;') und ein Punct 
I, 3: ^w + ^v + C = 
in der Normalform. Man gebe die Gleichung des Fuss- 
punctes der von dem Puncte X auf die Gerade gefällten Senk- 
rechten an. 

Sei die gesuchte Gleichung: 

Jlf=D«( + i'ü + i''=0, .... (29.) 
80 sind D, E, F zu bestimmen, Nehmen wir an, auch (29.) 
habe die Normalform, also D -\- E =^ \, so ist, weil M auf der 
Geraden («', v) liegt, 
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''-{0 + •■) («■ - «■) 


Be 


,■ + („■-.■)■ 
■ + «! + .■)(.■-.■) 



12 Zweiter Absclmitt. 

!>«' + Ev + !■ — , y — — ZI»' - 7iV. 
Die Goordiüateii (tj, ©) der Verbindiiiigsgeradeii vuü Jj und M 
finden wir durch Lösung der Gtleiehungen : 
^.j + Bm + C— 0, 
7), + i'D) + F — 0. 
Da diesellie senkreclit zu (l(', f') sein soll, so hat man zufolge 
8. 20, Gl. (25.) 

„. + (,,--„')(,_„)_0. 

Eliminirei! wir aus diesen drei Gleichungen ij und ra, so finden 
wir J) und ^'. 

Das Besultat ist: 

B = 

""- .•+(■■■ -^ r 

Daher die Gleichung des gesuchten Punctes: 

+ { JJe^ + ((7 + u') iu- - i;') ) (^ - v') = 0. (30.) 

23. Man bestimme den Inhalt eines Dreiecks, wenn die 

Gleichungen der drei Ecken in der Normalform gegeben sind. 

Die drei Puncte mögen die Gleichungen haben ^1 = 0, 

B^O, (7=0 und es sei: 

A~a^u-\-\v-\-c^ = 0\ 

B^a^u + \v + c.,==Q\ . . . . (31.) 

1 = a^ -(- &j = flg -|- tg = Og -f- 6^ . 

Ziehen wir durch Ä und C Parallele, durch U die Senkrechte 
zu denAxen; möge die durch J. gehende Parallele der Dreiecks - 
Seite BC im Puncte D begegnen, und der Sehnittpunct der 
Parallelen durch C mit der Senkrechten durch B möge E heissen. 
Dann ist der Inhalt des Dreiecks 

J=i^BE.An. 
Möge die Seite J5C die Coordinaten «', v' haben, so ist: 

(«363 — «s&s) v + «aCs - a^c^ == ■ 
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Gloicliiuig eines Punctea. 13 

Werden die Werthe für u , v in A für u und v eiugeset^tj so 
ergiebt sicli nach §. 15 die Länge AD. Ferner hat man: 

BE:CE = e:v —ti , CE^c^ — c^. 
Setzt man diese Werthe von BE und AD ein, so fmdet sich: 
J =^ ^ e S ± a.h^Cs (32.) 

24. Mau bestimme die Coordinaten einer durch deu Punct 
,t = gehenden Gferaden, welche zu (u', v') senkrecht ist. 

Man bestimme M, v aus den beiden Gleichungen: 
Au-\-Ev-^ 0=0, 

25. Gegeben die drei Ecken des Dreiecks. Man bestimme die 
Gleichung des Hbhenpunctes. 

Man nehme eine Seite des Dreiecks zur F-Axe, lege die 
f/-Äxe durch die Gegenecke. Dann sind die Gleichungen der 
drei Ecken: 

Da der Höhenpunet auf OQ liegt, so hat seine Gleichvuig die 
Fovm: 

Au-i-Bv = 0. 
Seine Verbindungslinie mit v — a =0 hat die Coordinaten 

v = a.ti = ' ,-■ Diese Gerade ist senkrecht zur Seite 

M = 0, V = h, daher 

also die gesuchte Gleichung: 

{u ~v)ah-eH = Q (33.) 

20. Man bestimme die Gleichung des Mittelpimcts des um- 
schriebenen Kreises. 

Wenn dieselbe in der Normalform lautüt: 

so bestehen nach §. 29, Gl; (28) die Gleichungen: 

£■«' +C-(B~ l)>e» + (C + «)' _ (JJ - l)'e< + (C + V)K 

Daraus folgt: 

C + o_ + (C + i), 
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14 Zweiter Abaehuitt. 

mithin ist das untere Vorzeichen zu nehmen. Man findet nach 
Multiplication mit 2e^ 

u (e^ + ah) + v{e= — ah) — e\a + ?;) = üder 

(« + „)e« + («-,;)«&-e^(« + ö) = 0. . . (34.) 
Die Gleichung des Schwerpunctes ist: 

u^2v— a~b = (35.) 

Schreibt man nun (33.), (34.), (35), wie folgt: 

(m — v) ai = e^v, 

{u-\-v - a — b)e'-\- (u ~ v) al = 0, 

(u + V- — a — h) e' -\- e^j; = 0, 

so erkennt man, diiaa das Bestehen zweier das der dritten zur 

Folge hat. 

Die drei Puncte liegen also in gerader Linie. Enler- 
scher Satz, 

Zur Übung heweise man mit Hülfe von Gl. (28.), dass der 
Abstand des Punctes (35.) vom l'uncte (33.) doppelt so gross 
ist, als der desselben von (34.). 

Die Gleichungen müssen zunächst in die Normalforni ge- 
setzt werden, 

27. Man bestimme die Gleichung eines Punctes, der von 
drei gegebenen Geraden gleichen Abstand hat. 

Nehmen wir dasselbe Dreieck wie in den vorigen Aufgaben, 
so finden wir nach §. 21, wenn Au -\- Sv -\- C = die Glei- 
chung dea gesuchten Punctes ist, für die Abstände desselben 
von den Dreiecks Seiten die Ausdrücke: (^ -|~ ^ = 1-) 

Ertbeilen wir den Wurzeln die positiven Vorzeichen, so erhalten 

die beiiüen ersten Ausdrücke entgegengesetzte Wertbe. Daher 

Ba + C _ Bi + G ,„„, 

/^Mfli y^^^- t^*^-) 

Über das Vorzeichen von Ae könnte noch Zweifel entstehen. 
Da der gesuchte Mittelpunct bei dgr hier gewählten Lage des 
Dreiecks sicher zwischen den Äsen liegt, so haben A. und B 
nach §. 14, Gh (13. ff.) einerlei, also das positive Vorzeichen. 
Also ist Ae eine positive Grösse. Nehmen wir nun 6 > d an, 
so können wir durch stetige Bewegung die Gerade (0, h) dem 
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Mittellote parallel machen, ohne Durchgang durch den Mittel- 
punct nnaeros Kreises und ohne Durchgang durch die den Äxeii 
parallele Lage. In dieser, dem Mittellote parallelen Lage, 
aber wird der Abstand unsers gesuchten Punctes in der- 
selben Richtung gezählt wie die positiven u nad v. Er 
ist also eine positive Grösse und darum ist der Abstand der Ge- 
raden (0, h) ebenfalls positiv. Mithin ist 

Aus den Gleichungen (36.) und (37.) bestimmen wir nun die 
Werthe für A, B, C und erhalten dann als Gleichung des 
Mittelpuncts des eingeschriebenen Kreises: 

Zur Übung leite man diese Gleichung direct geometrisch ab und 
bestimme die Gleichungen der Mittelpunete der angeschriebenen 
Kreise, 

28. Zweiseitigkeit der Geraden. 

Wie schon §. 21 hervorgehoben wurde, bietet sich beim 
Durchgang durch das Unendliche eine Zeichenänderung dar. Der 
Abstand der Geraden (}i, v) vom Puncte Äu -\- Jiv -\- C = Q 
wurde bestimmt als 

Äv. + liv + C 

p = ^-. — 1=^^^-^-=: e . 

(A + iJ) y(M - «)= 4- c'^ 

Halten wir it fest und lassen v durch lauter positive Werthe ins 

Unendliche zunehmen, was geometrisch einer Drehung um einen 

Punct der i7-Axe gegen den Uhrzeiger gleichkommt, so wird 

als Abstand von der /7-Äxo orniittelt. Lassen wir aber v durch 
negative Werthe unendlich werden, so wird der Zähler des obigen 
Bruches im Vorzeichen mit — ■ B übereinstimmend, während im 
Nenner die Wurzel nach unserer Pestsetzung positiv bleibt. 
Daher finden wir nun: 

Be 
^ = - Z + B 
als Abstand unseres Punctes von der f7-Axe. Die Drehung ge- 
schah diesmal mit dem Uhrzeiger, 

Lassen wir beidemale die Gerade von der Lage, wo sie durch 
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den Panct An -f- -B^ = geht, ihre Drehung heginnen und un- 
terscheiden an derselben zwei verschiedene Seiten, — etwa Ufer — , 
so finden wir, dass sie in der Bndlage als U-Axe dem Pmicte 
verschiedene Ufer zukehrt. 

Dieselbe Anschauung ergibt sich anch bei Betrachtung der 
in einem Sinne fortgesetzten Drehung. Möge die Gerade L 
sieh um den Punet A drehen und von einer Lage ausgehen, wo 
sie durch den Punet B geht. Nach einer geringen Drehung hat 
der Punet B von der Geraden einen gewissen Abstand, der sein 
Vorzeichen nicht ändert, bis eine Drehung um zwei rechte Winkel 
erfolgt ist, Dann wird eine ZeichenUnderung eintreten und die 
Gerade kehrt dem Punkt jetzt die Gegenseite zu. 

In dieser letzteren Darstellung fehlt die Rücksicht auf ein 
Ooordinatensystem , also auch die Bestimmung des Vorzeichens 
der Wurzel y(_u — v)^ -\- e^ , welche ihrerseits die Zeichenän- 
derung beim Durchgange durch das Unendliche herbeiffthrte. 
Denn es wurde das Vorzeichen von p nun abhängig von dem 
der Grösse tv des §. 15. 

Dritter Absehiiit,t.. 
Der Kreis. 
29. Die Gleichung des Kreises, welcher mit dem Radius r 
um den Punet: 

L^Ati + Bv + G^O . . , . (1.) 
beschriebenwird, lautet in Linieneoordinaten(vergl,§, 21, 61.(27.)) 
r'{A + £)'((» - vf + «>) - {Au + ISv + Gf,-'. . (2.) 
Also, wenn A ^ B = l , 

r^{{u — vy + ff<) = (Äu + Bv-\-Cfe\ . . (3.) 
Stellen wir mit dieser Gleichung die eines Punctes: 

H=Dh + .Ed + F = (4.) 

zusammen, so erhalten wir im Allgemeinen zwei Werthepaare 
(Mj, i?J und («a, «2), welche beiden Gleichungen genügen. Diese 
Geraden (%, %) und (%, v^) gehören sowohl dem Puncte Mals 
auch dem Tangentencomplexe von (2.) an. Wir erhalten also 
die Lösung der Aufgabe, an einen Kreis von einem 
Puncte aus die Tangenten zu ziehen. 
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Der Kreis. 



n 



Da an einen Kreis im allgemeineu von einem Puncte zwei 
Tangenten gehen oder, da die Auflösung von (2.) und (4.) zu 
einer quadratischen Gleichung führt, ist der Kreis eine Curve 
zweiter Classe. Lassen sich von einem Punct« aus an eine Curve 
n Tangenten ziehen, so ist ihre Gfleichung vom )»*™ Grade in 
Linien CO ordinaten. Man nennt eine solche Cnrve eine Curve 
n^'' Classe. 

30. Gleichung des Beriihrungspunctes. 



\g J 




g B 



Sei OE=i/j QC=v\ Ä der Berührungspunct dieser Geraden 
EC. DB sei eine beliebige andere durch Ä gehende Gerade, 
deren Coordinaten OD = n, QB=v. Dann iat 0.^'=^^=«', 
QC=^GA = V, daher: 

M — ■ II,' t v ■ — - V = ti : v, oder nach g. 5, Gl. (1.), 

UV + vn = 2m'«' = 2r^ (5.) 

Dies ist die Gleichung des Beriihrnngspunctes auf der Tan- 
gente (ti, v). 

31, Man ziehe vom Puncte i = aus eine Tangente an 
den Kreis. 

Die Gleichung des Punetes sei: 

Lei:^m + I?b + C=0 (ß.) 

Die des Kreises ist: 



daher die Coordinaten der beiden Tangenten; 



- C + VC' - 



- yc- 



(7.) 



32. Man bestimme auf den vom Puncte L, (Gl, (6.)) an den 
Kreis gelegten Tangenten die Gleichangen der Berührungspuncte. 
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1 8 Dritter Abachnitt. 

Nach Gleichung (Ö.) lauten diese: 

oder 

C{Äu + Bv) ± V&'-iÄB? (Ätt - Bv) + 4rM7J = 0. (8.) 
Man sieht, dass diese Gleichungen, ebenso wie die Ausdrücke 
(7.), nicht immer reell sind. Sobald G^ — iABr^ < 0, sind die 
Berüliriiügspuücte nicht mehr reell vorbandeu; es ist unmöglich, 
voll dem so bestimmten Puncte Tangenten an den Kreis zu legen. 
Trotzdem ist es zweckmässig, diesen Tangenten eine besondere 
Aufmerksamkeit zu schenken und sie als imaginäre den in der 
Zeichnung -vorhandenen reellen Tangenten gegenüberzustellen. 
Nach §. 22, Gl. (28.) hatten wir 



s^y{B-Fy + {G~Fy 

als Entfernung der beiden Puncte Äu -\- Bv -|- C = und 
I)u -\- Ev -}- F = (in der Normalform) gefunden. Wenden 
wir dies auf den Kreismittelpunct und i = an, so ist 



-]/(.- 



i) ^{Ä + By A+B 

Daher erkennt man, dass es „unmöglich" ist, an den Kreis von 
L^O Tangenten zu ziehen, wenn s < r, was mit dem Obigen 
stimmt, da 

n/-l s- „ VC^_4^^ 

''^ ^ —' " A + Ji ' 
33. Man bestimme die Coordinateu iIct zu L ^ gehorigeu 
B er ührun g ssehne. 

Combinirt man die Gleichungen (8.) miteinander, so geht 
die Wurzel ohne Einwirkung auf das Resultat Verloren. Die 
Berührungssehne erscheint als Verbindungslinie der beiden Puncte 

Au -\- Bv -\- ir^ ■ -^ = 0.i ^ ' 

Man findet als die gesuchten Coordinatenwerthe : 

Demnach ist also die Berührungssehne immer reell vor- 
handen, ob auch die Berührungspuncte und Tangenten 
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34. Gegeben die Gerade (?f', v"). Man bestimme die Glei- 
cliuug desjenigen Punctes, welchem sie iils Berührüngsaebne zu- 
gehört. 

Niich dem vorigen §, hat man 

daher : 

UV -^ Vit — 2r"' ^ . 
Dies ist Gleichung (5.) des §. 30. Nur war dort (m', v) Tan- 
gente des Kreises, während sie liier völlig willkürlich ist. 

35. Der Sehnittpunot zweier Tangenten heisst der Pol der 
Berührungssehne, seiner Polare. Pol und Polare stehen sich 
also folgendermassen gegenüber: DefiniUon. 

Ist eine Gerade (u',v') gegeben, so hat ihr Pol die Oleieliug: 

Ist ein Pol durch die Gleichung gegeben: 

so hat seine Polare die Ooordinateu: 

„■= -2rä.-^ v' 2r«-^- 

n -^ —Zi • ^, V ~ 'ii ■ Q- 

SO. Ist der Pol der Mittelpunct des Kreises, so ist: 

J.== I, B=l, C=0. 

Daher werden u' und v beide unendlich und ihr Verbältnias Eins. 

Die Polare des Mittelpuncta ist also die unendlich ferne 

Gerade. 

Für jeden l'unct des Mittcllotes hat man die Gleichung: 
Au + Bv = 0. 
Daher werden m', v beide unendlich, aber ihr Verhältniss durch- 
läuft die Werthe B : A. Liegt also der Po! auf dem Mittellot«, 
so ist die Polare den Äxen parallel. 

Liegt der Pol auf der Mittellinie der Axen, so lautet seine 
Gleichung : 

M + c + G = 0. 
Demnach werden m' und v einander gleich. Die Polare steht 
senkrecht zu den Axen, 

Liegt der Pol im Unendlichen, ko lautet seine Gleiciiung: 
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20 Dritter Abschnitt. 

u and / haben gleiche, aber mit entgegengesetztem Vorzeicbeii 
versehene Werthe. Daher wird die Polare dvivch den Mittelpunct 
des Kreises gehen. 

37. Wenn eine Gerade die Coordinateii hat («j, i?,) und 
eine zweite die Coordinaten (%, v^, dann läuft jede Gerade mit 
den Coordinaten «i + J.(% — «2), % + ■^(% ~ "2) durch den 
Schnittpwnct derselben. 

Denn die Coordinaten M^ -|" ^(^i — i^i) , ^1 + ^("j "-" ■"a) be- 
friedigen die Gleichnag des Sehaittpuiictes : 



Die Pole der drei genannten Geraden haben aber die Gleichungen : 

«.i-i + « . M, + A {y(Mi — %) + m(«i -v^)] = 2r\ 
Da die dritte Gleichung Folge der beiden ersten ist, so liegen 
die drei Pole in gerader Linie. 

Demnach der Satz: Droht sich eine Gerade um einen 
Punct, so durchläuft der Pol eine Gerade. 

Diese Gerade hat die Coordinaten (u, v'), welche den Glei- 
chungen (11.) genügen, nämlich: 



Suchen wir den Pol derselben auf, so finden wir: 

«(»,-»,)-. Ci-'i,) + »!<', -".«i-O. . . (12.) 
Dies ist die Gleichung des Schnittpunctes der beiden Geraden 
(mj, 1!,) und (itg, Da). Daher kann man den obigen Satz folgen- 
dermassen Ter vollständigen: 

Dreht sieh eine Gerade um einen Punct, so durch- 
läuft der Pol derselben eine Gerade, die Polare des 
Drehungspunctes. 

38. Diesem Satze steht der folgende gegenüber: 

Durchläuft einPunct eineGerade, so dreht sich seine 
Polare um einen festen Punct, den Pol der Geraden. 

Da wir die rein formale Definition für Pol und Polare, 
nämlich die durch die Gleichungen des §. 35 gegebene gewühlt 
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haben, so ist der Beweis für deu vorstehenden Satz ebenso zu 
führen, wie der Nebensatz im §, 37 bewiesen wurde. 
Der Piinct: 

A(u~n,) + B{p-vä-0 .... (13.) 
liegt auf der Geraden (w^, v^ wod durchläuft dieselbe, wenn A 
und li alle Werthe annehmen. Bestimmt man nun die Coordi- 
naten {u, v") der Polare dieses Punctes und eliminii-t den Quo- 
tienten ^ , so resultirt : 

und diese Gleichung drückt aus, dass (m', v) die Gleichung des 
Poles der Geraden (Mj, ??() befriedigen, dass a!so die Polare des 
Punctes (13.) durch den Pol der Geraden (m^, Wj) geht, auf wel- 
cher er aich fortbewegt. 

39. Zwei Sätze, welche sich derart gegenüberstehen, dass 
Punct und Gerade ihre Rollen in denselben vei-tauschen, nennt 
man polare Nebensätze. 

40. Man bestimme den Abstand des Poles und seiner Polare 
vom Mittelpuncte des Kreises. 

Da der Mittelpunet des Kreises in der Normalform die Glei- 
chung hat: 

so liefert §. 22, indem e^=2r, als A,bstand des Puies: 



vom Mittelpuncte: 



S, - |/ 4*- 1, 2 «'+„■;+ («■ .-I- vy- -"" «■ + „■ 

Dagegen ist nach §, 21 der Abstand des Kreismittelpunetes von 
der Geraden («', v): 

Demnach erhalt man: 

\',~'' (14-) 

Das Rechteck gebildet aus den Abständen des Mittel- 
punctes vom Pol und der zugeordneten Polare ist 
constant. 
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41. Mail bestimme die Verbiüiliuigsliiiie dea Kreismittel- 
punctes mit dem Pole. 

Zu diesem Zwecke bestimmen wir die Coordinatmi der fvag- 
liclieu Geraden durch Auflösung der beiden Gloiebungeii: 
u-\-v = 

welche die beiden genannten Puncte läarstellen. Mi.in findet: 



42. Die Polare steht senkrecht zu der Verbindungs- 
linie des Poles mit dem Mittelpuuote. 

Denn die Gleichung (26.) des §. 20, welche auadriickL, dass 
(^^o, «[)) ^^^ 0''i '"') senkrecht steht, lautet: 

4,.s + („' „ ^') ("j,^ — ^,^) =. 0. 
Und diese ist erfüllt, wie die im vorigen §. gefundenen Aus- 
drücke aeigen. Gleichung des Pusspuucts. 

43. Man kann sieh jetzt von dem Verhalten des Pols und 
seiner Polare eine sehr anschauliche Vorstellung machen. Ist 
der Pol ein Punet des Kreises, so ist die Polare die Tangente 
in diesem Puncte. Rückt der Pol zum Centnim, so entfernt sieh 
die Polare und wird zur unendlich fernen Geraden, wenn der 
Pol das Centrum erreicht. Tritt der Pol aus dem Kreise heraus, 
so wird die Polare seine Berührungssehne. 

44. Auf einer Strecke AB bewege sich ein Punct x. Als- 
dann durchläuft das Verhältniss -^ alle möglichen numeri- 
schen Werthe von Null bis Unendlich. Insbesondere hat es 
im Puncte Ä den Werth Null, in der Mitte von AB den Werth 
Eins und m I dm "Weith Unendlich. Bewegt sich nun ein 
zweiter Pi nct ? luf emem der snh ins Unendliche erstreckenden 
Theile dei Oeialen so hat das Verhältniss t^ ebenfalls alle 
Werthe zu dmchliufen von Null bis Unendlich. Befindet sich 
I unendlich fern so hit dei Quotient den Werth Eins. Da 
jeder Wtrth der Quotienten -= und tj, nur an je einer Stelle 
auftreten kann so ^ehoit zu jedem Puncte x ein einziger zu- 
geordnete! Pi n(,t c 

A ifi i uctp von d 1 \oihni beschriebenen Art nennt man 
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harmoniache Pnncte. Und zwar siE<l AS daa eiue, x, | das 
andere Paar zugeordneter harmonischer Puncte. 

Nun wird in den Elementen der Satü bewieüen: Wenn 
durch einen Puuct vier Gerade gehen und dieyelhou eine 
fünfte Gerade in den Puncten A, li, x, % schneiden, so 
ist das Doppelverhältniss 

xA^ lA 

durchaus unabhängig von der Lage dieser fünften Ge- 
raden. 

Gerade, welche sich in einem Puncte schneiden, nennt man 
Strahlen und die Gesammtheit derselben ein Strahlbüaeliel. 

Insbesondere nennt mau vier Gerade, welche vier harmo- 
nische Pvincte mit einem fünften P im cte verbinden, harmonische 
Strahlen. Dieselben treffen jede willkürliche Gerade in vier 
harmonischen Puncten und zwar in unveränderter Zuordnung. 

Nennt man M die Mitte von AB, so ist das Rechteck 
Mx . M^ von unveränderlicher Grösse, 

Mx.M^ = MÄ^ (15,) 

45. Seien Mj, «s^ die Abstände zweier Puncte A und JJ auf 
der JJ-AxG vom Grundpuncte 0. Ein dritter Punct habe den 
Abstand x, daim wird der Abstand | eines vierten dem dritten 
in Bezug auf Ä und B zugeordneten hiu'moniachen Punctes 
durch die Gleichung gefunden: 

^ - «. _ ^ - «. *) 



(Iß,) 



Dieselbe giebt nach | aufgelöst: 

5 aai-K-f»,) ■ ■ ■ 

StfiUen wir nun dorn ICreise uv = r^ den Punct 

L^Au-\-Bv-\-C^O 
gegenüber, so finden wir für die Coordinaten Mj, w^ und v^, v.^ 
der Tangenten, welche sich von diesem Puncto iius an den Kreis 
legen lassen, die quadratischen Gleiehmigen: 



*) Schreibt ii 



■ I-« 



-- l. Die Ziililüi- und 



Nenner sind jetzt mit Vomeiehen — in festgesetzter Eiciitung — g( 
Strecken. Die Strecke AB ist im Verhältnisse i l getkeilt, Vergl, 
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Äti' + Ott + Br' — 0', 

Bv' + Cv + Ar' — O, einher ; 

», + ,%- -3-, v, + v,--~j^-, 

"■■"<- -Ä-- "•■"■- ^- 
Legen wir nun durch den Punct L die Gerade {«y, »„), so ist 

Suchen wir nun diu Gerade (w', v'), welche die Ü"-Axe in dem zu 
!( = «(q conjugirten harmonischen Puncto trifft, während tt = itj 
und M = *(a das andere Paar sind, vuid die F-Ase analog für 
^0; ^ii ^i schneidet, so ist: 

__ , _ Cm„ + ZBr" _ , _ Cv„ 4- 2 .Ar' 
" ~ 2 J.»„ + C ' '' ~ aSi^o + c ■ 

Man beachte, dass 2J-«o + C= — (2£»o + G). 
Dann ergiebi sich 

Au -\- Bv + C = und 

%"' + V'' = 2r^ 
Die erste dieser beiden Gleichungen zeigt an, dass (ji', v) durch 
den Punct L = geht, wie zu erwarten war. 

Die zweite zeigt an, dass (»{', v) durch den Pol der Ge- 
raden («0, Oji) geht. Denn sie hat die Form der Gl. (5.) des §. 30. 
Wenn man also zu einer willkürlichen Geraden, die durch 
den Schnittpunct zweier Tangenten eines Kreises gebt, den zu- 
geordneten vierten harmonischen Strahl bestimmt, während das 
Taugentenpaar das andere Paar harmonischer Strahlen bildet, so 
erhält man eine durch den Pol der ersten Geraden gehende Ge- 
rade. Zieht man also von den sämmtlichen Puncten einer Ge- 
raden an einen Kreis die Tangentenpaare, fasst dieselben als ein 
Paar harmonischer Strahlen auf und bestimmt den vierten der 
Geraden zugeordneten Strahl, so laufen alle diese Strahlen durch 
einen Punct, den Pol der Geraden. Auf der Polare eines Puuctcs 
erscheinen demnach vom Pol, dem Schnittpunete des zugehörigen 
Tangentenpaares, aus gesehen vier harmonische Puncte; die Be- 
rühr ungspuncte bilden das eine Paar, der Schnittpunct einer will- 
liiirlichen durch den Pol gehenden Geraden und deren Pol das 
andere. Dreht sich also eine Gerade um einen als Pol aufzu- 
fassenden Punct, so liegen auf ihr vier harmonische Puncte; das 
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eine Paav sind dit; Sclmittjjuiicte mit dem Kreise, d^s andere der 
Pol und der Sclmittpuiict mit der Polare, 

Im Vorstehenden haben wir die Sätze über Pol und Polare 
zusammengestellt, welche oft auch als Definition ausgesprochen 
werden. Sie sind im Wesentlichen nur Modificatioiien einer und 
derselben geometrischen Beziehung. Man kaim ihnen noch fol- 
genden Wortlaut geben: 

Dreht sich eine Gerade um einen Punct, so ist der geome- 
trische Ort der vierten diesem Puncte in Bezug auf die Kreis- 
schnittpuncte angeordneten harmonischen Pnncte eine Gerade; 
die Polare des Punctes. 

Durchläuft ein Punct eine Gerade, so ist der geometrische 
Ort der vierten dieser Geraden in Bezug auf die Kreis tangenten 
zugeordneten harmonischen Strahlen ein Pimct; der Pol der 
Geraden, 

Ein Paar polarer Nebensätze. 

46. Gegeben die Gerade («(,, v^). In welcheji Pimcten schnei- 
det sie den Kreis? 

Wir lösen diese Aufgabe, indem wir die Gleichungen der 
beiden Schnittpuncte angeben. Die Schnittpuncte sind dadurch 
charalcterisirt, dass von ihnen aus die beiden Tungenteii (§, 31) 
zusammenfallen. Wenn daher 

A{u~u„)-\-B{v-^v^)^0 . . . . (17.) 
die Gleichung eines der gesuchten Puncte ist, so muss nach 
§, 31, Gl. (7,) sein: 

{Aii^'\-Bv^^-AABr^==0. . . . (18,) 

Dieselbe liefert den Werth des Quotienten j 
A _ r+ yi^^»7i^ »^ 

daher die Gleichung eines der gesuchten Puncte: 
r [uv^ + vu^ - 2u^%] + yr" — u^v^ [uv^ ~ vu^\ = 0, (19.) 
Für den zweiten hat die Wurzel das entgegengesetzte Vorzeichen. 
Ist «0, v,i selbst Tangente, so haben wir die Gleichung des 
Berilhrungspunctes (§. 30, Gl. (5.)) vor uns. 

Die Schnittpuncte werden imaginär, wenn m^i^o > r^ 
47. Seien drei Kreise in der Form (2.) gegeben. 
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Also: 

r,'{A^ + ll,)' {{u- Pf + C-] - (A,,, + li,v + 0,yt>A 
r,' (A, + B,f l (« -~v)' + e']—{A,u + B,v + 0,)' e' , (20,) 
r,' U, + B,f {(„ - v)' + «•] — (J... + B,v + C,)'<!'.| 
Dann findet man durch Auflösung quadratischer Gleichungen ihre 
gemeinsamen Tangenten. Dieselben schneiden sich in den 
sogenannten Ähnliehkeitspuneten. Als Gleichungen dieser 
Puncte erhält man beispielsweise: 

>■, A + A .A,„ + B,v + C, . . 

n ' 27+"b; ~ ± 3;i~+B7ir+- c, ■ ■ ■ • '■^^■> 

Denken wir uns die Gleichungen unserer Puncte in die Nor- 
maltorui gesetat und nun: 

L. = A,ii + B,v + C. 

(«-1,2,3) 

zur Abkürzung geschrieben, so erhalten wir l'ulgende sechs Abu- 



6)|=r;, 6)|--|;- 

Die Form dieser Gleichungen zeigt nach §. 18, dass je zwei 
auaammengehörende Ähnlicbkeitspuncte die Centrale ihrer Kreise 
harmonisch th eilen. 

Nimmt man r, = r^ an, so wird die Gleichung des ersten 
(A^ — A^) ti + (B^ — i?^) « + C, — G, = 
oder 

C^i - Ä^) {u - w) + 0, - Ca = 0. 

Da dies die Gleichung eines unendlich fernen Punctes ist, so 

sind die Puncte 1,3,5 äussere Ähnlichkeitspuncte. Da aus den 

Gleichungen (1.), (3.) die Gleichung (5.) folgt, so liegen diese 

drei Puncte in gerader Linie. Dasselbe ist der Fall bei: 

1, 3, 5 

1, 4, 6 

3, 2, 6 

5, 2, 4, 

48. Betraehteu wir den Punct 

«-v = «i, (22.) 
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HO ist derselbe ein imagiiiärei- und wegen §. U 
ferner Purict. 

Stellen wir denselben mit äem Kreiae 
r\Ä + Bf{(u~vf + c'}-(Äu + Bv + Cff. . (23.) 
zusammen, ao finden wir die Taugenten, welche von dem Puncte (22.) 
an den Kreis (23.) gehen, durch die mit (22.) combinirte Gleichung 

{Au-\-Bv + Cf = (24.) 

Dies lehrt, dase die genannten Tangenten erstens zusammen- 
fallen, weil die letzte (rleicliung nur uneigentlich quadratisch 
iat, also aus (22.) und (24.) nicht zwei Werthepaare (m, v), 
sondern nur eins gewonnen wird. Der Punet (22.) gehört also 
dem Kreise an und, weil (23.) ganz allgemein ist, allen 
Kreisen der Ebene, Da zweitens (24.) die Gleichung dea 
Mitt«lpuncteB ist, so geht die Tangente des unendlich fernen 
Kreispunctes, welche durch Oombination von (22.) mit (24.) 
gewonnen wird, durch den Mittelpunct des Kreises. 

Es existiren also auf der unendlich fernen Geraden zwei 
Puncte Jund J, welche allen Kreisen der Ebene gemeinsam aind, 
die unencLLioh fernen Kreispunote. Ihre Gleichungen sind: 

u — V =^ ei, u ~ V = — ei. . . . (25,) 
Nach §. 20, Gl. (24.) findet man den Winkel cp der Strahlen 
(m, v) und (*[', 1)') durch die Gleichung: 



tgT 



~(» 



1)_ 



" e' + (-«' - "') (« - ") 
ei, also (m', v") die Eichtung : 



1 Puncte 



Wenn, nun m' — v' ■■ 
I besitzt, so ist 

Alle Geraden (u, v) bilden also mit (?(', v) Winkel, deren tri- 
gonometrische Tangente i ist. 



Yierter Abschnitt. 

Die Kegelschnitts gl oiehungen. 

49. Wenn ein Punct sich so bewegt, dass die Summe oder 

Differenz seiner Abstände von zwei festen Puncten constant iat, 

so beschreibt er im ersteren Falle eine Ellipse, im letzteren eine 

Eyperbel. Die beiden featenPuuete nennt mandieBrennpuucte. 



y Google 



28 



Vierter Absclmitt. 



Wenn ein Piiiict sieh so bewegt, tiass er von einer festen 
Geraden, der Leitlinie, und von einem festen Puncte, dem Brenn- 
pnncte, stets gleiclieu Abstand Lat, so beschreibt er eine Parabel. 
50. Verbindet man irgend einen Punct der Ebene mit den 
sämmtlichen Puiicten eines Kreises und errichtet jedesmal die 
Mittelsenkrechte, so umhüllen diese sämmtlichen Mittelaenk- 
r echten eine gewisse Curve. 

Liegt der Punct beispielsweise im Centrum des Leitkreisea, 

so umhüllen die Mitte! senkrechten einen concentrischen Kreis. 

Liegt er auf der Peripherie der Leitkreiaes, so gehen alle 

Mittel senk rechten durch das Centrum, Also vertritt dieaerPunct 

die Stelle der umhüllten Curve. 

Ich behaupte nun Folgendes. Liegt der Punct (Brennpunct) 
inuerhalb des Leitkreises, so umhüllen die Mittelsenkrechten 
eine Ellipse; liegt er ausserhalb des Leitkreises, so umhüllen 
sie eine Hyperbel; wird des Leitkreis zur Geraden, so um- 
hüllen die Mittelsenkrechten eine Parabeh 

Durch dieses Verhalten erscheinen die drei Curven untei- 

einem einheitlichen Gesichts puncte. Es ist daher zweckmässig, 

für alle drei einen gemeinsamen 

Namen zu besitzen. Man nennt 

sie Kegelschnitte, 

51. Beweis der im %. 50 
behaupteten Eigenschaften. A 
sei der eine Brennpunct, ein 
Punct des Leitkreises, FD sei 
die Mittelsenkrechte von OÄ, 
dann ist CB = EA, daher 
AE + EB ^ BC, mithin un^ 
veränderlich. Also liegt der 
Punct E auf einer Ellipse mit 
den Brennpuncten A und Ji. 
Greifen wir nun einen willkürlichen Punct F auf der Mit- 
telsenkrechten heraus, so ht FA'\-FB=EB-\-FC>BO. Also 
hat kein zweiter Punct der Mittelsenkrechten die Eigenschaft, 
der Ellipse anzugehören. Sie ist Tangente der Ellipse, 
In der folgenden Figur ist Alles analog wie vorhin, nur jetzt: 
BE-AE^SE- EC=BC. 




yGoosle 



Die Kegel solinittsgleioliungen. 29 

Ferner ist für den wiHkih-lichcn Punet F 

FB — FA ^FB - FC < BG. 
Der Punct F gehört einer Hyperbel mit den Brennpuncten 
A, ß an. Die Mittel senkrechte BF von AG ist Tangente der 




Hyperbel; denn BF hat mit der Hyperbel nur den Punet F 
gemeinsam und die Nachbarpuncte der Curve in der Nähe von 
E liegen alle auf der A zugewandten Seite von BF. Um das 
letztere einzusehen, nehme man einen Punct G auf I)F so 
nahe bei F an, dass GB — GA sich von BG beliebig wenig 
unterscheidet. Ziehen wir nun durch G die Parallele zu AB 
und rückt G auf der Parallelen nach der A zugewandten Seite 
fort, so wächst GB, während Cr .4 abnimmt, es muss also bald 
eine Steile G' gefunden werden, wo G' B — G' A = BC, d. h. 
ein Curvenpunct. Diese Betrachtung bleibt, auf welcher Seite 
auch G zu J5 Hegt, richtig. 

Pfir die Ellipse ist die analoge Betrachtung einfacher und 
konnte daher dem Leser überlassen werden. 

Wenn der Berührungspunct der von A aus an den Leit- 
kreia gezogenen Tangente ist, so bleibt die Mittelsenkrechte in 
ihrer Bewegung, die von der Bewegung des Punetes C abhängt, 
gewi 8 sermassen stationär. Der Curvenpunkt F liegt daher un- 
endlich fern, wie sieh auch aus dem Parallelismus von DF mit 
BG ergibt. Die Hyperbel besitzt also zwei unendlich ferne 
Puncto und zwei Tangenten, welche sie in. diesen Puncten be- 
rühren, die Asymptoten. 
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Sei CG ± AG, DE Mittelsenkrechte von ÄC und EC ± GG. 

Dann ist ÄE = EC und E 

Panct einer Parabol, deren 

Brennpnnet A und deren 

Leitlinie CG ist. Ist F ein 

zweiter Punct von DE, so 

ist FA. = FC grösser als 

der Abstand des Puiictes F 

von der Leitlinie. DE ist 

Tangente im Puncte E der 

Ciirve, deren Nachbarpunete 

— auf der Ä zugewandten Seite 

Kg. 4. von DE liegen. 

52, Während bei Ellipse und Hyperbel jede Gerade AC 

den Leitkreis noch in einem zweiten Puncte C schneidet und 

so KU einer zweiten parallelen Tangente führt, hat die Parabel 

im eigentlichen Simie keine parallelen Tangenten. 

Diese Bemerkung ist von grosser Bedeutung. Sie scheidet 
Ellipse und Hyperbel einerseits von. der Parabel andrerseits. 
Ellipse und Hyperbel unterscheiden sich durch Nichtexistenz oder 
Vorhandensein der Asymptoten. Da die 
letzteren nichts anderes sind als ein Paar 
zusammenfallender paralleler Tangen- 
ten, so sehen wir, daas die Betrachtung 
der parallelen Tangenten für alle 
drei Kegelschnitte den charakteristi- 
schen Unterschied angiebt. Also: 

Parallele Tangenten existiren 

nicht. Parabel. 
Parallele Tangenten können 
nie zusammenfallen. Ellv[)se. 
P ar all eleTangenten fallen zwei- 
mal zusammen. Hyperbel. 
53. Grleichung der Parabel in 
Liniencoordinaten. 

Sei der Brennpunct, ^Gdie Leitlinie, 

' OCinDhalbirt,ylC_LOG, OÄ=u,QE='V. 

OE parallel AB, so ist das Dreieck COE 




Ziehen 
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(1.) 



rechtwinklig, ferner 0J5 = jIO = u, QE = u — v, daher nach 
dem Satze vom recht winkligen Dreieck 

{u + v){u-v)^e\ . . 
Dies ist die Gleichung der Parabel. 

54 Gleichung der Eüipsc. 

Sei Ä der eine Ereniipunct, BC der durch A gehende Dia- 
meter des Leitkreises. sei die Mitte von AH, Q die Mitte 




Yoa AO, (J die Mitte der willkürlichen AD. Dann ist i^j^X .AD 
Tangente der Ellipse, EO = m, FQ = « ihre Coordinaten. Es ist 
QO=e=r,A^jm20A-\-'2AQ = 2r. 'Nun ist EA'=EB=ED, 
also E*) der Mittelpunct des um das Dreieck ADD beschriebenen 
Kreises, aus analogen Gründen F der Mittelpunct des um ADC 
beschriebenen Kreises. Daher sind die in der Figur mit gleichem 
Buchstaben « und ß bezeichneten Winkel einander gleich und 
a-{- ß = 90°, weil JßDC Winkel im Halbkreise. Daher sind die 
Dreiecke EOA und AQF ähnlich, also 

EO:OA = AQ:QF, 
EO.QF=^u.v = OA.AQ = const. 
Um den Werth der Constauten zu ermitteln, bewirken wir, dass 
II und V einander gleich werden. Wir errichten also zu DCin 
A die Senkrechte, so wird u = v. Es ist also OÄ . AQ gleich 
dem vierten Theile der Potenz des Punctes A in Bezug auf 

*) In der Figur ist SE nicht gezogen. Der Pimct E liegt im Allge- 
mftiaon nicht ftnf dorn LeitluMise. Vergl. Fig. 7, 
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den Leittreia, Sätzen wir OA . ÄQ =^b'^, so ist die Grösse 
der halben aenkrechteu Sehne 26, daher der Abstand dos Punutcs 
Ä vom Mittelpuncte des Leitkreises )/e^ — 46^. 
Die Gleichung der Ellipse lautet also: 

■•■ 0-6' (3-) 

55. Zieht man DA durch bis zum zweiten Schnittpuiicte 
mit dem Leitkreise, ao kann man die ku EF parallele Tangente 
construiren. Der Abstand derselben ist gleich der Hälfte der 
ganzen Sehne DA. Hieraus folgt, daas von allen parallelen 
Tangenten die Axen den grössten, die zu den Axen senk- 
rechten den kleinsten gegenseitigen Abstand haben, indem die 
grösste durch A gehende Sehne der Diameter, die kleinste die 
dazu senkrechte ist. Nennen wir diesen grössten Abstand 2a, 
so ist aJso 

e = 2a (3.) 

Asymptoten existiren nicht. Weil a ~\- ß ^ 90", so erscheint 
das Stück EF der willkürlichen Tangente, welches von 
den Axen begrenzt wird, unter einem rechten Winkel 
von A aus gesehen, 

a und h sind die sonst bekannten llalbaxeu der 
Ellipse. 

56. Gleichung der Hyperbel. 

Die Buchstaben der umstehenden Figur beKuichuen genau 
die analogen Punete wie in der vorigen. 

Inabesondere ist A der Breunpunct, T)A ein willkürlicher 
Strahl, FE die willkürliche Tangente. 

Weil A, D, C auf der Peripherie des um F beschriebenen 
Kreises liegen, ist ADC = 180» - ß. 

Dieselben Dreiecke sind ähnlich; aber n und v haben ent- 
gegengesetzte Richtungen. Daher 

»■V--V (4.) 

Dies ist die Gleichung der Hyperbel. 
57. Es ist wieder, weil AO = OB, AQ = QC ist, 
0(3 = ^ J5C=r = e. AO . AQ == \ AB . AC, wie vorhim 
Also ist ¥ wieder der vierte Theil der Potenz des Punctes A 
in Bezug auf den Leitkreis. Construirt man die parallele Tangente 
zu FF, so erkennt man, dass der Abstand derselben kleiner ist 
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als OQ. Unter allen parallelen Tangenten haben also die 
Äxen den grösaten Abstand von einander; dieselben kön- 
nen unendlieli nahe zusainraenvüeken, es existiren daher 



\ 

1^ 


^ 




V 


1 

\ \ 

\ 


F 



Asymptoten. Der Abstand des Punctes A vom Mittelpuncte 
des Leitbreiscs ist y>'^ -j- 4&^, da der Abstand des Punctes A 
vom Berülirungspuncte der Kreistangente, die durch A gebt, 
gleich 2& ist. Denn iW = AB . AG. Setzen wir 

e = 2«, 
so haben wir die grosse Axe der Hyperbel. 

Vom Breiinpunete aus gesehen erscheint das zwischen den 
Axen liegende Stück der beweglichen Tangente unter einem 
rechten Winkel. 

Bei der gewöhnlichen, ursprünglichen Definition von Ellipse 
und Hyperbel bezeichuet r, also 2ffl, die constante Summe, 
bez. Differenz der Abstände eines Cutvenpunctes von den 
Brennpuneten. 

Jedem Bremipuncte gebort ein besonderctr Leitkreis jui, die 
symmetrisch zu 0§ liegen. 

58, Zur Ermittlung der Coordinaten der Asymptoten suchen 
wir die Hyperbeltangente u„ -\-a, % + « auf, welche der (w^, v^ 
parallel ist. Man hat also 
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i,^v„ = — h\ («0 + ß) (v^ + ft) = — h\ 
Man findet also 

». + v„ + a-0. 
Wenn nun a versctwinJen soll, so muss «„ = — »„ sein, also 
nach ai. (4.) 

i(„ = - i,^ = + ;,. 

Die Asymptoten kreuzen sich also auf der Mitte von OQ and 
bilden mit derselben einen Winkel y, so dass 

Die Coordinaten m^, yj^ derjenigen Hyperbel tan gente, welche von 
der parallelen den Abstand a hat, liefert die Gleichung: 

M„^ + «Mo ^ &ä = 0. 
Die Strecke « ist der in Richtung der Coordinaten gemessene 
Abstand. 

59. Verschiebung des Coordinatensystems. Beiden 
Gleichungen für Ellipse und Hyperbel waren die Axen ein Paar 
paralleler Tangenten, nämhch die Tangenten in den Endpuncten 
der grossen Axe. Bei der Parabel war die eine Axe die Leit- 
linie, die andere ging parallel derselben . durch den Brennpunct. 
Hiernach liegt es nahe, auch für die ersteren ein ähnhches 
System aufzustellen, wo die eine Axe die Tangente am Leitlcreiae 
ist und die andere durch den Brennpunct gebt. Zu diesem 
Zwecke ist es erforderlich, allgemein die folgende Aufgabe zu 
lösen: 

Wie kann man ein Coordinatensystem durch ein anderes 
ersetzen, welches aus dem vorigen durch Parallelverschie- 
bung entsteht? 

Möge der neue Punct 0' vom früheren um die Strecke 
jj, der neue Punct Q' von Q um die Strecke q entfernt sein, wo 
beide in der als positiv angenommenen Richtung QO gezählt 
sind. Nennen wir den Abstand der neuen Axeu e , so ist 

e' — e = p — 2. 
Ferner hat man, wenn man die neuen Coordinaten der Geraden 
(«, v) durch ti, V bezeichnet, 

u — v.e ^ u ~ p le , 
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Durch Auflösung dieser Proportionen findet man 

Ersetzen wir durch allgemeine Zeichen, so haben wir 
u = au + ßv , 1 
V == yu -\- dv , I 



(5.) 



(6.) 



r+ä-l. I 

Die Gleichungen (6.) sind also diejenigen, weiche eine 
Parallelversehiebung des Systems bewirken. 

Sind die Ooefficienten a, ß, y, d gegeben, so findet man 

"-^i^y'' l-i^T,'' '''-■^-=Tr'' <'■' 

60. Wenden wir das Gesagte jetzt auf die Ellipse an, so 

muss in der Figur des §. 54 der PuDct Q nach A, nach B 

rücken. Es ist also BO = OA = -\ e' , mithin QA = r — \e', 

also, {r = e), 

Der Ahstand des Punctea A vom Mifcteipuncte des Leitkreisea 
ergab sich §. 54 als 2 "J/a^ — 6^, daher wegen e = 2a = r 
BO = OA = ^e ^a — j/a^ — fe^ , 
y^ = ae ^\ e"' = \ i (2r — 4). 
Alao liefert Gl. (5.) 

Daher mit Weglassung der Accente: 

2^(«^„«^) + ,(„-|-„)^ = ,^(2r~.), . . (8.) 
»- = 2a, 

Dies ist die Gleichung der Ellipse bezogen auf ein System, dessen 
Cf-Axe den Leitkreis berührt, dessen T-Axe durch den zugehö- 
rigen Brennpunct geht. Dieselben stehen zur grossen Axe der 
Ellipse senkrecht. 

61, Für die Hyperbel wird in der Figur des §. 56 die 
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F-Äxe nach A, also um das positive Stück r -{- ^ e , die Ü-Axe 
nach £,, also um die Strecke ^ e , aber in entgegengesetzter 
Richtung verschoben. Daher ist 

Weil zugleich der Abstand von^zuinKrei3mittelpunct"|/»-^-('4ö^, 
so ist der Abstand AS , also e = "|/r^ -fih^ ~ r. 
Demnach wird die Gleichung: 

2r(„>-„>)-e(« + »)"-e'(2r + «) . . (9.) 
r — 2a, 

e=2l/o" +P~ 2il. 
62. Stellen wir nun die drei Gleichungen zusunimen, so wird: 
v^ — M^ ^ e^ Parabel. \ 



^ ^ w 



- «" (l + f,) + 2^ (• + <•)" B^erM. \ 



(10.) 



Dies sind die drei Gleichungen der Kegelschnitte nach der De- 
finition des §. 50. 

V ist der Radius des Leitkreises, e der kleiuate Abstand des 
Brennpuncts vom Leitkreise. Die F-Äxe geht durch den Brenn- 
punct. Nimmt man statt des kleinsten den gröasten Abstand, 
so vertauscht sich e mit 2r — e bez. 2r -\- e. 

Nimmt man r = oo, so gehen Ellipse und Hyperbel in die 
Parabel über. Für e = r haben wir die Gleichung 

4»' -••' + («-•')"• 
Und diese bezeichnet nach §. 48, Gl. (23.) einen Kreis mit dem 
Kadius ^ r und dem Mittelpunete v = 0. 
Für e = 2»' haben wir: 

<« + «) - 0. 
Daher besteht die Ellipse aus dem Punctepaare i;=0, »-]-*(=0. 
Wir können daher die betreffende Bemerkung des §. 49 
dahin erweitern, dass bei einer Drehung um einen Punct des 
Leitkreises auch dieser Drehpunct als Curventheil anzusehen ist. 
63. Da e in manchen Gleichungen nicht explicite vor- 
kommt, ao kann solchen Gleichungen eine andere geometrische 
Bedeutung durch blosse Änderung des e unterschoben werden. 
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Alle Folgorungen nun, die man aus solchen Gleichungen, ohne 
auf den Werth von e zurückzugreifen, gezogen hat, bleiben dann 
für die neue Figur bestehen. Hierin iiegt ein bequemes Mittel, 
eine Menge von Eigenschaften, welche für eine speeielle Curve 
geltend belcanut sind, auf andere, allgemeinere Curven ohne 
Rechnung zu übertragen. 

Sei ein Coordinatensystem mit der Distanz e gegeben. Wir 
halten die T-Axe fest, verschieben die U-A\c aber parallel in 
die Entfernung e von der F-Axe.. Wenn nnu eine Gerade die 
ursprünglichen Coordiuaten in den Pnncten Ä und B sehneidet, 
so tragen wir von 0', dem zweiten Grundpunete des neuen 
Systems, ff Ä = OA ab und die Gerade Ä' B hat in dem neuen 
System die Coordinaten M, v, ist aber von der Geraden AB im 
alten System verschieden. Dagegen hat sie im alten Systeme 
die Coordinaten (ii, v) und es ist 

*(' — u :o' — e = o — ii : e, 
oder 

''-7»-(i->)"' ("■) 

Nehmen wir nun an 

-F(«,<')-0 (12.) 

bedeute im alten System eine Curve, so bedeutet diese Glei- 
chung im neuen Systeme ebenfalls eine Ourve; aber eine von 
der früheren verschiedene, nämlich, die Curve: 

f(4„-(4-i)„,,)_0 . . . (13.) 

des alten Systems. Alle für (12.) nachgewiesenen Eigenschaften 
nun, welche nicht mit e im rechueriaehcn Zusammenhange stehen, 
gelten daher sofort für die allgemeinere Curve (13.), 

Eine analoge Übertragung findet man, wenn man OA von 
0' aus in entgegengesetztem Sinne abträgt. Dann entsteht 
aus (12.) die Curve: 

^(-1 »+('— l)., »)-0. . . (14.) 

60. Von dem Vorigen wollen wir für die Zeichnung der 
Ellipse und Hyperbel eine interessante Anwendung machen. 
Die Gleichungen des Kreises und der Ellipse 



yGoosle 



38 Vierter Absclinitt, 

enthalten e nicht explicite. Wenn man daher einen Kreis zeichnet, 
an ihn zwei parallele Tangenten construirt, sie aur U- und 
T-Äxe eines Coordinateiisyetems wählt, so kann man eine Ellipse 
in folgender Weise leieht zeichnen. Man ziehe an den Kreis 
eine ßeihe (vielleicht zehn) Tangenten, bestimme davon u, v und 
trage dieselben nun in ein anderes System als neue Coordinäfcen 
einer entsprechenden Geraden ein. Die eo entstehenden zehn 
neuen Geraden umhüllen nun eine Ellipse. Dieselbe erscheint 
als gedrücktes oder gedehntes Abbild des Kreises, jenaehdem 
das e des neuen Systems kleiner oder grösser als der Durch- 
messer des Kreises ist. 

Veriährt man dagegen so, dass die m, v der Kreis tangenten 
in einander entgegengesetztem Sinne in das neue System 
eingezeichnet werden, so entsteht eine Hyperbel. Ist deren 
e = 2r , so steht die Hyperbel mit dem Kreise in besonders in- 
niger Beziehung. Die zu den Äsen senkrechten Kreistangenten, 
welche in jedem Falle (vergh §. 58) bei dieser Deformation des 
Kreises zu Asymptoten der Hyperbel werden, sind in diesem 
Falle auch senkrecht zu einander. 

Man nennt die Hyperbel, welche zum Kreise in dieser innigen 
Beziehung — gewiasermassen ein entgegengesetzt gleiches Zerr- 
bild — steht, die gleichseitige Hyperbel. 

65. Zur Zeichnung der Parabel bietet ihre Gleichung (1.) 
§. 53 ein bequemes Mittel. Diese Gleichung hiutet 

Man trage von Q aus gleiche Stücke v auf der F-Axe, etwa 
QB und QS' nach entgegengesetzter Richtung ab. Dann trage 
maln auf der U-Axe die Strecken 07? als OÄ und OÄ' in beiden 
Richtungen ab. So erhält man die vier Parabeltangenten AB, 
A'B', ÄJB' und A' B. Itückt der Punct B ins Unendliche, so 
werden die ersteren AB und ^'I^ zu unendlich fernen Geraden, 
die letateron A'B und AB' zur Mittellinie (Seheiteltangente) des 
Systems, Die ersteren bestimmen das Bild der Curve von ihren 
Schnittpuncten mit der U-Axb bis ins unendliche, die letzteren 
den übrigen endlichen Theil innerhalb der Axen. Für v'=0 
findet der Übergang statt. Hier stehen AB und A'B' auf einan- 
der senkrecht und haben in A und A' ihre Berührungspuncie. 
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Die verschiedenen A, Ä, B, B' liegen auf concentrischen 
Kreisen, welche um den Punet besehrieben sind. 

66, Ziehen wir vom imaginären Kreispuncte / an die 
Ellipse 

die Tangenten, so erhalten wir als Gleichung von I: 

daher als Coordinaten der zwei Tangenten; 

«^ = {— « + yä^'~¥) i, Ml = (a + ^/W^T^)i, 
1)^ = (— a — y«^ — 6") i, M, = (a — y«" — V) i 

Die Coordinaten der ersten Tangente {v^, iij) befriedigen nun 

die Gleichung des reellen Punctes: 

""' (15-) 



Dieser Punct liegt auf der Verbindungslinie der Puncte und 
Q, also auf der grossen Äxe. Wie wir im §. 60 fanden, ist 
aber OA = a — Ya^ — 6^ , also AQ =^ a -\- Ya^ — Jil Ziehen 
wir daher durch A irgend eine Gerade, so gentigen ihre Coor- 
dinaten der Gl. (15.)' ^'•^^^'^ ^^^ ^i^ die Gleichung des Brenn- 
puncts. 

67. Wenn wir nun beachten, dass die Tangente vom ima- 
ginären Kreispuncte aus nur einen reellen Punct besitzen kann, 
so kann man daraus eine für allgemeine Ourven gültige Defini- 
tion des Brennpunctes ableiten. Um dies einzusehen, wird es 
hier am Orte sein, das Verhalten imaginärer Geraden und 
Puncte etwas genauer zu untersuchen. 

Sei die imaginäre Gerade 

:zix^] (!«■) 

gegeben. Dieselbe soll den reellen Punct: 

Äti-^Bvi-C^O (17.) 

enthalten. Dann muss sein: 

Ap-}'Br-]'C = 0, Aq-\-Bs = 0. 
Hierdurch bestimmen sich die Verhältnisse J. ; jB, C:l?unzwei- 
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deutig, die Gerade (16.) enthält also nur einen reellen Punct. 
Die Gleichung desselben ist 

SU -— qv =^ sp — rp- (18.) 

Sei der imaginäre Punot; 

(.4 + ^'0 w + (If + i'O «; + C + C'j = . ()9.) 
gegeben, so enthält derselbe ravc eine reelle Gerade, nämlich 
die Verbindungslinie der beiden reellen Puncte: 
Au-YBv-\-ö =0, 

Ein reeller Puucfc ylM+jßv + C=0 dagegen enthält un- 
zählig Tiele imaginäre Geraden (p -f" ä'h *" 4' ^^)> ^^ß^' '-'^ jeder 
aaeh die conjugirte (p — qi, r — si), wie die resnltii-enden 
Gleichungen 

Äp-^Br + C'=0, 
Äq + Bs = 

beweisen. Ebenso ergiebt sich, dass jede reelle Gerade (it^, v^ 
dnrch unzählig viele imaginäre Puncte geht, aber zu jedem 

(A + A'i)u + {B + B'i)v + C+ C'i = 
auch durch den conjugirten 

(A. — A'i)u -\-(B~ B'i) v-irC — C'i^O, 
wie die resnltirendon Gleichungen 

Au^-\-Bv^-\-C =Q, 
Äu^ + B'v^, + C = 
beweisen. 

()8. Definition cLer Brennpuncte einer Curve. Breun- 
puncte einer Cuive sind die reellen Puncte der von 
einem der beiden imaginären Kreispuiicte, welche auf 
der unendlich fernen Geraden liegen, an die Curve ge- 
zogenen Tangenten. 

Da u — V = ei mit der Curvengleichung F{%i, v) combinii't 
zu dem Resultate fuhren muss 



(20.) 



30 erhalten wir als Gleichung eines Brennpuncts 

»(?-',e)-.(ä + i«) + y8-o. . . . (21.) 
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Zu demselben Xteaultate würde man gelangt sein, wenn man 
statt des Punctea I den Punct J genommen haben würde. Daher 
bann man auch sagen, dass zwei Tangenten vom I- und J- 
Punete sieh im Brenupuncte schneiden. Auch diese Eigenschaft 
bann man als Definition wählen und erhält, da von jedem der 
Kreispuncte zwei Tangenten ausgehen, im Ganzen vier Brenn- 
puncte einer Ellipse. Die heiden andern sind aber imaginär. 

69. Die beiden Brenupuncte der Ellipse haben die 
Gleichungen: 

1 _ - ffi + y^^^^T' «_ _ « + V"^'^' . 

M a + y«' — b' ' « — a + y«" - 6* 

Die Abstände f^, p^ dieser Puncte von der Geraden (?(, «) haben 
daher die Werthe; 



Pi = - 



y4^M="(M - vy 



Mithin 



Ist daher (m, v) Tangente der Ellipse, also iiv = 6^, so ist; 

Pilh-i^ (23.) 

Das Rechteclt gebildet aus den Abständen der Brenu- 
puncte von einer Tangente der Ellipse ist eoustant. 

70. Die Brenupuncte der Hyperbel. Wenden ;wir das 
§. 68 Gl. (20.) gelehrte Verfahren an, so finden wir: 

(P + (g + le)0(i' + (2 "4^)0 + f-^ = 0, 

/-(fi + ^e)(e-le) + J-'^ = 0, 

pq = 0. 

Die Annahme 9 = führt zu der Gleichung p'' -j- -J e^ + 6^ = 0, 

welche, da p reell sein soll, unerfüllbar ist. Für p = finden wir 

g« = J- e^ + b^ = «^ + b\ 
Die Gleichungen der beiden Brennpuncte werden daher 
(ii - v)y'^^+¥ ~ (w + v)a = 0, 1 



(24.) 
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Mithin das Product der Abstände von einer willkürlichen Ge- 
raden (m, v) 

daher, wenn {a, v) Tangente ist, 

PiPt^' — &'■ 
Demnach ist das Rechteck wieder constant, aber die 
Brennpuücte liegen auf verscliiedenen Seiten der Tan- 
gente. 

71. Der Brennpunct der Parabel folgt aus: 



Er liegt daher auch in gerader Linie mit m + « = ei, oder 
mit 2m = 0; 

ist also, wie wir schon wussten, die Gleichung des Brennpuncts. 
Dasselbe folgt aus 

iP + (S + i e) 0' - (P + (ä - i «) 0^ - e^ 

^ = 0, 2 = — i c. 

Der Abstand einer Geraden (m, v) vom Brennpuncte ist also: 



Ve' + (« - vr 
72. Die in (69.) und (70.) enthaltenen Lehrsätze können 
leicht umgekehrt werden und lauten daim so: 

Sind zwei Functe A und B gegeben und bewegt sich die 
Gerade L so, dass das Rechteck aus den Abständen der beiden 
Functe \on der Geraden eonstant bleibt (= &^ oder = ~ &^, 
so umhüllt die Gerade bei ihrer Bewegung entweder eine Ellipse 
oder eine Hyperbel. Und zwar wird die Curve eine Ellipse, 
wenn die Puncte auf einer Seite der Geraden liegen, eine Hy- 
perbel, wenn sie auf entgegengesetzten Seiten der Geraden 
liegen. 

Diese Anschauung ist besonders geeignet, ein deutliches 
Bild der Gestalt der Curve au geben. Wir verzichten aber auf 
detaillirte Ausführung. 

In der That, man wähle im Falle der Hyperbel das Coordi- 
natensjstem so, dass die Gleichungen der gegebenen Puncte Ä 
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und B die Gl. (24.) Am §. 70 werden. Dann folgt alsbalci aus 
dem Ausdrucke für Pip^=^ — V^, 

M . » = - &% 
d. h. die Ourve ist eine Hyperbel, w. z. h. w. 

12. Man bestimme die allgemeinste Gleichung der 
Parabel. 

In der Figur des §. 53 gleitet der Punct D wäbreud der 
Bewegung der Geraden OC um fortwahrend auf einer Ge- 
raden, die in der Mitte von OQ senkrecht zu derselben steht. 
Diese Eigenschaft der Parabel kann man als Definition ver- 
wenden und ihr folgende Faasimg geben: 

Bewegt sieh eine Gerade um einen festen Punct und er- 
richtet man zu ihr in allen ihren Sehnittpuncten mit einer festen 
Geraden die Senkrechten, so umhüllen diese Senltrechten eine 
Parabel, 

Oder: Bewegt sich der Scheitel eines rechton Winkels auf 
einer festen Geraden, während der eine Schenkel durch einen 
festen Punct läuft, so umhüllt der andere Schenkel eine Parabel. 
Möge die feste Gerade die Coordinaten (%, Vf,) haben, wäh- 
rend der feste Punct die Gleichung hat 

Au^Bv + C^O (25.) 

Man darf annehmen, dass dieselbe die Normalform besitzt. 
Denn wenn A -{- B = 0, wo diese nicht ertheitt werden kann, 
so liegt der Punct unendlich fern und die Curve degenerirt. 
Ein willkürlicher Punct der Geraden («,,,«1)) hat die Gleichung 
I)(« -».) + £(.-. .) = 0, .... (26.) 
WO auch J) -{- E = \ angenommen werden kann. Daher finden 
wir für die Coordinaten «(', v derjenigen Geraden, welche den 
beweglichen Punct (26.) mit dem festen Puncte (25.) verbindet: 

Nennen wir nun die Coordinaten der im Puncte (26.) zu (u, v) 
senkrechten Geraden (m, v), so muss dieselbe zunächst dem Puncte 
(26.) angehören und es muss nach §. 20 

»■ + (»^„)(»'-/) = 
sein. Wenn wir daher aus 
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^ Ä~I> K'i' V 

die Grösse D eliminiren, so bleibt eine Gleichung zwischen (i(, ») 
anröckj die Gleichung äor Parabel. 

Nach leichten Rechnungen findet man: 

•'("o + C) - ««(20 + «0 + V,} + v\u, + C) 
-o (4e' + C{», -«,)1 —t.|Ce'-C(M„ -!.,)! 

+ e'{Äu, + Bv,)-0 (27.) 

Dies ist also die allgemeinste Gleichung der Parabel. 
(A + B = l.) 

Man beachte, dass die Summe der Coefficienten der Glieder 
zweiter Dimension, also der u^, uv, v^ Null ist; dass ferner die 
Summe der Coefficienten der Glieder erster Dimension, also der 
u, V den ausgezeichneten Werth — e^ ergibt. EndHch, dass für 
u = ifg, u = 11(1 die Gleichung (27) befriedigt ist. (u^, v^) ist 
also Tangente (Scheiteltangente) der Parabel. Hiervon über- 
zeugt man sich besonders leicht, indem man (27.) die Form ertheilt: 
{u — v) { v^u — u^v 4- C(u — V — «0 "1- ^'u) } 

- e" {Ä{u - M,) -i^ B(v - V,)] = 0. . . (28.) 
Läset man u und v beide unendlich gross werden, so reducirt 
sich (28.) auf: 

-1)1-0, 



'«.+«(1 



Das Verschwinden des Klammerfaetors liefert für -- einen aol- 
chen Werth, dass die betreffende Tangente (w', v) 
((' =; CO, v '^ oc, 

7 (■>. + C) - ... + C 
den Äxen parallel wird. Der erste Factor zeigt ~ ^ 1 , also 
die unendlich ferne Gerade an. Dieselbe berührt also 
jede Parabel. 

Geht (»(„, v^) den Axen parallel, so wird 

«tu = 00 , Py = oo , -^ = m, 
und die Gleichung der Parabel wird: 
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(u — v) { u ~ mv — C{m — 1) 1 + >:^ (Am + B) = 0. (29.) 
Nehmen wir m ^ — 1 iimä S == C = 0, so erhalten wir 

j(3 ^2 __ f.2 ^ 

Die Gleichuijg des §. 53. Dagegen wird für m = 1 , wo die fest-e 
Gerade ins Unendliche rückt, 

(«-..)' + .'_0, 
d, h. die Parabel degenerirt in das System der beiden unendlicii 
fernen Kreiapuncte. 

Nehmen wir den Brennpunct zum Puuete u = 0, so wird 
U = C = 0. Dann wird aus (28.) 

(m - -y) («„M — M«^) - eX» - w„) = . . (30.) 
und aus (29.) 

{u-v){u-mv) + ,'^0 (31.) 

Fünfter Abschnitt. 
Die allgemeine Gleichung zweiten Grades, 

73. Wie wir im §. 72 rÜcksichtUcK der Parabel und be- 
reits früher im §. 21 rücksichtlich des Kreises erkannten, be- 
stehen die Gleichungen dieser Curven aua mehr oder minder 
eomplicirfcen Ausdrücken zweiten Grades in (u, v). Da sich an- 
drerseits die Ellipse und Hyperbel in den bisher untersuchten 
Formen ihrer Gleichungen ebenfalls unter diesem Gesichtspuncte 
befinden, so ist es zweckmässig, in umgekehrter Weise die all- 
gemeine Gleichung zweiten Grades in u, v zu untersuchen. 
Wir fragen, welche Cuvven sie darstellt und durch welche Merk- 
male sich diese einzelnen Corven von einander unterscheiden. 
Sei also gegeben die Gleichung: 

fflj,M* + ädja«« + «ää*^ + äOjgM -|- SOas»! + «sa = '^- 0--) 
Dieselbe ist eine Curve zweiter Olasse. Denn stellen wir 
mit ihr einen Punct zusammen 

Xm -I- Bb + C = (2.) 

so erhalten wir im Allgemeinen zwei verschiedene Werthepaare 
Mj, Vj und Mj, v^, welche (1,) und (2.) genügen, also zwei Tan- 
genten, welche vom Puncte (2.) an die Curve (1.) gelegt werden 
können. 
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Unteisudien wn /imach'itj ob unaeit Cnrve parallele Tan- 
genten besitzt Möge eine Tangente («„, Vf,) gegeben sein, so 
wird die parallele die Cooidinaten besitzen 

Mg -f" ") ^0 "H **■ 
Dann musa sein, wenn ttg, Vq endliche Grössen sind: 

(2a,,u, + 2a,^{u, + v,) + 2a,,v^ + 2a,, + 2a,,) 
+ a{a,, + 2a,, + a,,) = 0. 
Daraus folgt, dass a eine endliche und bestimmbare Grösse sein 
wird, also im Altgemeinen zu jeder Tangente eine parallele ge- 
hört. Die einzige Ausnahme bildet der Fall, wo 

«11 + 2«J2 + «22 = (3.) 

Sind «0, «0 unendlich gross und ist ihr Quotient m endlich, so 
ändert sich hierin nichts. Denn es muss dann sein: 

%,m^ + 2«ia«i 4- «j2 = 
und diese Gleichung liefert im Allgemeinen zwei Werthepaare 
für m, die auch zusammenfallen können. Also gehen den Äxen 
parallel ebenfalls im Allgemeinen zwei Tangenten an die Cnrve. 
Im Falle aber die Gleichung (3.) erfüllt ist, wird ein Werth 
m = 1 erhalten ~ und dann haben wir die unendlich ferne 
Gerade als parallele Tangente. 

Wir behaupten nun, dass im Falle des Bestehens 
der Gl. (3.) die Ourve eine Parabel ist, indem es uns ge- 
lingen wird, ihre Gleichung mit der Gl. (27.) des §. 72 zu iden- 
tificiren. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir uns der Bemerkungen, 
welche wir an (27.) geknüpft haben. Sei die Summe Oj^ -|" ''as 
nicht gleich Null, so können wir durch Multiplieation mit einem 
geeigneten Factor bewirken, dass 

2«,3 + 2a,s = — e^ (4.) 

wird. Dann dürfen wir also die Gleichungen (1.) und die (27.) 
des §. 72 vorläufig identificiren und finden: 
a^^ = V, + C, 
ffls2 = «0 + C, 
~ 2%3 = Ä^-{- C(m„ - v„), 

Dies sind die einzigen restirenden unabhängigen Gleichungen. 
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Die beiden noch übrigen für 2a^2 ^^^ ^f^aa ^^^^ erfüllt. Löst 
man dieselben auf, so ergibt sich zunächst die Scheiteltangente 
der Parabel, K, v^) (g. 72): 

^ .. "33 + Kg - «11) (<^, i^i - "11^ + 3«i3) 

" Ka — «11)^ + e* ' 

_ "aa — («23 — %l) Kl «83 — «g?^ + ^ "33) 

Ferner die Coefficienten der Gleichung des Brennpuncts: 

Kb - »^i) («33 — e^t^i) — 2«ia e' 
(«,, - «„)' + e' 
Bc^ = "" (a,i - «„} («aa — eXi) — 2^.36^ 
(n,, - o,,)' + e' ' 

C=^ ~ "83 + ^"11 "aa + ^%3"i3 

Ki — OiO* + «^ 
Wir sehen also, dass in diesem Falle alle fünf Grösseu endliche 
und bestimmte Werthe haben, also eine ganz unzweideutig de- 
finirte Parabel vorliegt, 

Findet aber die vorhin ausgeschlossene Beziehung statt, so 
haben wir 

«is + «ä3 = (4fl..) 

Dann lautet also unsere Gleichung: 

«um' — (Ou + «22)«'' + %2«' + 2tti3(it — •y) + fl,3 = 0, 
oder 

(u — v) (aiiU — a^^v + 2a,;) + «33 = 0. 
Dieselbe lässt sieh sofort mit der Gleichimg (29.) des §. 72 
identificiren, indem man fär m den Quotienten — eintreten lässt. 
Daan muss sein: 

«11 = », «22'=»», 2%a = ~ C{^— «). «33 = e^{Am-i-Bn). 
Diese Gleichungen bestimmen alle Grossen. Nur, wenn «n'^'^asi 
wird diese Bestimmung illusorisch; aber dann degenerirt die 
Parabel in das System der beiden Puncte: 

«ii(« - vy + 2a,,(« -v) + ß33 = 0- 
Es bewirkt also das Bestehen der Gleichung (4ß.), dass die 
Scheiteltangente der Parabel den Äsen parallel wird. 

74. Wir dürfen also von jetzt ab die Voraussetzung 
ßj, + 2ai2 + Mja = als nicht zutreffend annehmen. 
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Um nun die Untersuchung weiter zu führen, stellen wir 
uns die Aufgabe, die Brennpuncto der Ourve (l.) zu be- 
atimmen. 

Wir versuchen in dieser Absicht, ob der Curveagleichung 
die Form ertheilt werden kann: 

(4„ + JJ„ ^. C) (J)« + & + r)e'- .,.(.' + (» - v)'). (6.) 
Dabei wird vorausgesetzt, dass 

^ + J? = Zt + E=l. 
Da öjj + 2aia -j- a^ eine reelle von Null verschiedene Grosse 
ist, so iäaefc sii3h immer bewirken, dass wird: 

ßä = a,j + 2aja + fflg, (6.) 

Die Coefficientenvergleichung bei (1.) und (6.) liefert nun die 
Relationen : 

ADe^ — «f = Oji; 

SEe^ — *M = «22 

{ÄE + BD)e' + 2m = 2o,g 

{AF-\-CDy =2a,3 

CF . 6* — me^ = «33 

Nachdem man sich überzeugt hat, dass (6.) erfüllt ist, findet man 

{F-\-Oy^2a,, + 2a,„ .... (8.) 

6'F-c^ = me^ + «3, (8«.) 

Analog für A und D: 

{A 4- D)e' == 2(1,2 + 2«*„ , . . . . (9.) 

AD.e''^ m+ «1, {!)«.) 

Ist also m bestimmt, so erhält man sofort Ä und T), F und (7 
als Wurzeln quadratischer Gleichungen. Allein diese Grössen 
sind von einander abhängig. Denn es ist 

F+C ■_?&Li".i), 

Hieraus crgiebt sieh sofort; 

C(A — 7))e" — 2( ^ii„ + J»„"<i„),l 
fIa - H) e^ — 2 (~ Ba,j - Da,, + 0„). j 



(9(,.) 
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Demuacli: 

IC ~F)(A- D) ,}-1{A + «) («„ + o„) - 4o„, 
oder mit Hülfe von (9.) 

{G ~F)(Ä-~ Z))c* = 4 («11 + «la) (ö,3 + Osa) — 4^,3 e'. (10.) 
Hieraus lässt sich nun eine Gleichung für m gewinnen. Denn 
aus (8.), (8«.} sowie aus (9.), {9a.) folgen Gleichungen für Ä—D 
und C— F. Es ist: 

(C — F)^e^ = 4(ffii3 + a^f — ic'm — 4cV,3 , 
{Ä — Dy<f = 4(ai2 -i- %y — 4c'm ~ 4e'rti, . 
Daher die Gleichung fiir m 

|(«„+«„)(o„ + a„)-«„e')' 

= ((«13 -\- a2^y^c*m — e^ö^OK^a + a^j)^—c^aj^ — e^m). (11.) 

Dieselbe hütte man auch aus (9&.) ziehen können. Denn es ist 

CF.{A- Dfe* 

= 4 I- < + (^ + ^)ßn(«i3 + «ss) - -^^K + «..)'!■ 

Mithin aus (8a.) 

(me' + «3d){C«u + <^i2y - -^'«11 - «""M 
=-«i3'e^+2ä!iä(fii3+oia3)(aii+%0— K3+''a3)'(«ii+w)- (H«-) 
Die resultirende Gleichung ist folgende: 

e*jw^ — m {e^ttis^ — e^ffluO^s — c^agg + (%3 + o^j)''} 
+ «ii«ääß33 + 20iaa,3as3 — «nOaa^ — 05,5,0,3^ — 0i33ffli3^=0. (12.) 
Diese Gleichung besit3t immer zwei reeUe Wurzeln, wie die fol- 
gende Untersuchung zeigen wird. Wir führen die Bezeich- 
nung ein: 

^ = "iiOäg^ + flaijßis^ -f- "aa^a^ ~ 2«iä'*i3'^a3 — ^n'hi'^js- (13.) 
Dann überzeugt man sich von der Richtigkeit folgender Glei- 



(14.) 



(»,i«!i - «is«ii)' — («11 »sä - «a) («ii«is — "ij')— «ii^,! 
(<%i«ii — »II«!,)' — («u».. — «ij') («a«si — "!.') — «!i 4 I 

(«11»I1 - «>S«1!) («H«1B — «1I«S<) 

— («11 «aä — «lä^) («i3«23 — «iB^sa) =^ — «la ^- ) 

Daraus folgt durch Addition der ersten und Subtraetion der mit 
Kwui miiltiplicirten dritten; 

I («11 + «») «!• — («u + «..) »IS I ' 
~ («ii%i — «u") («'»SS — («ij + «J.)') = '■' ^ (14«-) 
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oder: 

I («n + «lO «Sä — («la + «2B)«ia | ' — e'z/ + (0,105,3 — «13^6'= 
(aiißas — ßja^) {«agC^ + 0,1033«;^ — «ig^e^ — («,3 -f a^^f}. 
Bilden wir jetzt die Diseriminante der Gleichung (12.), so er- 
haltien wir: 

4e*^ + {ßgsfl^ + a,,a^^e^ ~ V^' — («13 + <h,f I ' 
Setzen wir nun für einen Augenblick 

(«u + «i5)as3 -- Kä + «sa)''is =15. 

so wird die Diseriminante 

Dies ist aber eine positive Grösse, denn sie lässt sich dar- 
stellen als 



Hieraus folgen nun die beiden Werfche für m, nämlich: 

(16.) 



i ^+t^d—e''(i'+'V'(p'—e''^--e^qy+ie'p^q^ _ 



Setzen wir diesen Werth in die für (C — Fy entwickelte 
Gleichung ein, so ergiebt sich, dass für den einen der beiden 
Werthe (C — Fy einen positiven, fiir den andern einen nega- 
tiven "Werth annimmt, nämlich 



— ji' 4- e' J 4- e'g° + y(p' — e'^ — e'q')^ + ie'p''q' ^ 

a 

Daher ist im einen Falle C~ F, also C und F und wegen (10.) 
auch A und D reell. Daher kann jede Ourvengleiclmng (1.) 
auf eine und nur eine Weise reell in die Form (5.) gesetzt 
werden. Diese Form aber (§. 72) zeigt einen Kegelschnitt an 
und zwar eine Ellipse oder Hyperbel, jenachdem der brauch- 
bare Werth von m positiv oder negativ ist. Die Brennpuncte sind 

!)!(. + Ei; + -F=0. 
Der brauchbare Werth von m ist i^ für die Ellipse, — 1^ für 
die Hyperbel. Der nicht brauchbare Werth von m führt ku 
zwei imaginären Brennpuncten, welche wir aber von 
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üntüTsuühung ausschliesaen. Würde man dioselbcii analog den 
im §. 69 durchgeführten Gedanken untersuchen, so würde man 
finden, dass die beiden Werthe von m bei der Ellipse die 
Grössen a^, h^ und bei der Hyperbel ^, — 6^ repräsentiren. Das 
Producfc der beiden m ist positiv oder negativ, wenn /} po- 
sitiv oder negativ ist, wie Gleichung (12.) beweist. Sind beide 
m negativ, wa.s nur bei z/ < 0, g > möglich ist, so ist der 
Kegelschnitt imaginär, weil die linke Seite von (1.) stets das- 
selbe Vorzeichen hat. 

Noch ist der scheinbare Ausnahmefall zu untersuclien: 

«11 . «Kä — «!S^ = (10.) 

In diesem l^'alle verwandelt sich (12.) in 

flS»^ — m (ff,^^ + 2(1,3023 -f «3,^ — <^a^) = (l/t[,irt23 — V'ösißia)^- 

Daher 

Die Wurzeln m sind also reell und zwar die eine positiv, die 
andere negativ. Man findet (C — Fy = im. 

Es findet also wirklieh keine Ausnahme statt. 

Wenn z/ = ist, ao wird m = 0. Der Kegelschnitt dc- 
genevirt zu einem Punctepaar. 

75. Nachdem wir nun den Beweis geführt haben, dass jede 
Gleichung zweiten Grades zwischen u und v einen Kegelschnitt 
bedeutet, sollen die besonderen Arten, namentlich Ellipse inid 
Hyperbel von einander unterschieden werden. Zu diesem Zwecke 
untersuchen wir die Asymptoten. 

Wenn wir, wie es im §. 73 geschehen ist, zu einer ge- 
gebeuen Tangente («, v) die parallele ziehen, so erbalten wir 
eine Grosse k durch eine lineare Gleichung ausgedrückt; wenn 
der Fall der Asymptoten eintritt, so muss a verschwinden, weil 
dann zwei parallele Tangenten zusammenfallen. 

Folglich erhalten wir; 

(%i + ttia)« -f (ä!i2 -f a^)v + %, -f «33 = 0. . (17.) 
Dies ist die Gleichung eines Punetos, in welchem sich die 
Asymptoten sehneiden. 

Giebt man den Coordinaton zweier paralleler Tangenten die 
Form 
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« + ., , + «, 

SO sehen wir, dass die Werthe (h, v) die Gteictung (17.) be- 
friedigen. Die Gerade (u, v) ist aber die Mittellinie der beiden 
parallelen Tangenten. Daher ist (17.) die Gleichung des 
Mittelpuncts der Curve, durch den alle Mittellinien der pa- 
rallelen Tangenten paare laufen. 

Der Mittelpunct (17.) ist zugleich die Mitte zwischen 
den Brennpuncten, Denn 

{A + B)u + (B + E)v + C+P-I) 
ist mit (17.) laut (8.) und (9,) identisch. 

Verbinden wir (17.) mit der Ourv engl e ich ung (1.), so er- 
halten wir 

+ ^ = 0, 
und daraus für u und v die Werthe: 

Dies sind also die Coordinatcn der einen Asymptote. Wenn 

fhi^n — "^is^ ^= *-*? 
so werden die Coordinaten der einen Asymptote unendlich, 
während die der andern endlich bleiben. Alsdann geht also 
eine Asymptote den Äsen parallel, und dies ist die geome- 
trische Deutung des Falles (16.), 

Ist z/ eine positive Grosse, so haben wir die Hy- 
perbel vor uns, denn beide Asymptoten sind reell. 

Ist jJ negativ, so haben wir die Ellipse. 

Die beiden Asymptoten werden aufeinander senkrecht 
stehen, wenn 

f + (u-v)(u^v)-0, 
WO u, V und li, v die Coordinaten derselben bedeuten. Dies er- 
gibt mit Hülfe der Identität (14a.) die Gleichung: 

ä'{«,A, - «„■ + 0„) - («„ + a.„y - 0. (18.) 

Dies ist also die Bedingung für eine gleichseitige Hyperbel. 
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Wie Gleichung (12.) zeigt, erhält man dann für m zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werthe. Dieselben liefert am einfachsten 
(15,) als 

c^m = + yj. 

In den Bezeichnungen des vorigen g. hat man für die Coor- 
dinaten u, v der Asymptoten: 

Süllen nun diese Coordinateti dem unendlich fernen Kreis- 
puncte angehören, so muas sein P ^ 0, z/ = — q^. Ist dies 
aber, so fallen die beiden Brennpuncte zusammen, weil C — F 
und A — I) Null werden. Auch die Werthe för m fallen als 
m = — zusammen. Wir haben einen Kreis vor uns und 

»„(»„ + o„) - «„(o„ + «„) . . . . (19.) 
und wegen der Identität (14a.), da ^ = — q^, 

ß^(%i«2g — «i/ — %) + (a,3 + ^^aY = ^ ■ (ly«-) 
als Bedingung, dasa ein Kreis vorliegt. 

Für einen Kreis haben wir zwei Beziehungen, für die Pa- 
rabel nur eine, nilmlich GL (3.), ebenso für die gleichseitige 
Hyperbel nur eine, nämlicb Gl, (18.), zvfischen den Coelileienten 
der Curvengleichung (1.). 

76. Sind fünf Tangenten gegeben: (%, v{), . . . (u^, «5), so 
können die Quotienten der sechs Grossen a^^, ■ • • 0^3 linear be- 
stimmt werden. Fünf Tangenten bestimmen einen Kegel- 
schnitt unzweideutig. Da alle Parabeln, wie wir §. 72 sahen, 
die unendlich ferne Gerade berühren, so bestimmen vier Tan- 
genten unzweideutig eine Parabel. Ebenso bestimmen vier Tau- 
genten eine gleichseitige Hyperbel und drei Tangenten einen 
Kreis, aber nicht eindeutig. 

Wenn wir in der Gleiebung: 
(Ä„ + BV + C) (Da + Ev + F)e'- »(»' + (« - .)') (5.) 
A, B, C, D, -K, F festhalten, aber m alle Werthe durchlaufen 
lassen, so erhalten wir unzählige Kegelschnitte, welche dieselben 
Brennpuncte besitzen, nämlich 
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A^ + Be + C-OA 

Du + F,v + F-0.] ^"'•' 

Mau nennt solche Kegeisehnitte confocalo. 

Unter denselben befindet sich stets eine gleichseitige 
Hyperbel, Denn ihre Beclingungsgleichimg (18.) führt zu der 
nach steh enden Bestimmung von m: 

(F - Cy + e\Ä - Df + 2)» = 0. . . (21.) 
Dies mit §, 22, Gl. (28.) verglichen lehrt, daas — 2m dem 
Quadrate der Brennpunctsdistanz gleicht. 

Allgemein bestimmten wir im §. 54 den Abstand des Brenu- 
puncts vom Mittelpuucte des Leitkreises der Ellipse, also den 
Abstand der beiden Brennpuncte zu y'e^ — 4 i"* = 2 }^ß^ — &^ , 
Demnach ist 

{A - Dfe' + (Ö - Ff = 4(a^ — h'). . . (22.) 
Andrerseits sagt (5.) aus, dass das Rechteck aus den Abständen 
der Geraden (it, v) von den Brennpuneten (20.) den Werth m 
habe. Daher ist 

m = li\ 
Setzt man die im §. 74 £ür {A — Df und (C — Ff ermittelten 
Werthe ein, ßo folgt, dass e^(a^ + ^0 ^^^ Coeffleienten von 
— m in der Gleichung (12.) gleichkommt. Da also die eine 
Wurzel dieser Gleichung m = b^ ist, so muss die andere m == a' 
sein. Hiermit ist also das von uns früher ohne Beweis Be- 
hauptete als richtig erwiesen. Zugleich ergiebt sieh e'^a'V = ~ zl. 
Für die Hyperbel wird 

{A ~ nye' -f (0 - Fy = 4(«^ + 1') -, «s = - 1/. 

77. Als Übungsbeispiel untersuchen wir den Kegelschnitt 

„2 ^ -yä „ ßS = (23.) 

Hier ist nach Multiplication mit \c^, siehe g. 74, (6.) 

«u ^^ "J^^i ^hi '^ \'^^> '^ii '^ — ■^"'^^'^^i «la = %j =■■ '^^i = 1 

z/ = -^ c" <?, 
Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel. 

Dieselbe hat den Mittelpunct w -j- u ^ 0. 

Ihre Axen sind ö= -, a = -^ — ■ 



y Google 



Die allgeraeiue Gleichung /.weH«ii Grades. 55 

Die Gleichungen der Brenupuncte sind: 
u -j. „ 4- y'e« + 2? = , u -\- v ~ >//"+ 2c' = . 

Die Hyperbel wird gleichseitig, wenn e^ = 2c^ 

Die a-Axe der Hyperbel ist die Mittellinie des Systems. 

Die Piiücte u=-{-C, » = + *^ ^^^^ Pnnctü der Hyperbel. 

Sechster Abscihnitt. 
Tangente, Berühnmgspunct. Normale. Difforentialausdruck 
des Bogenelementes und. des Flachen Inhalte a, 
78. Sei gegeben die Curve 

F{u,v)-0 (1.) 

Stellen wir uns die Aufgabe, den Berübcungspimct der Tan- 
gente (mq, v^ anzugeben. 

Der Gleichung dieses Punctes werden nicbt blos die Coor- 
dinaten (u^, v^, sondern auch die der benachbarten Tangente 
Wp+rfMp, v^-\-dVt^ genügen. Daher wird die fragliche Gleichung: 

M — Uj "o + I^W|) — % dUn .jj . 

r^V„ ~v, + dv„ ^^„ ^dv,' ■ ■ • ■ '~^--' 
Die Zuwüchse dii^^, dv^^ gehorchen nun aber der Bezieliung: 

-„— dUg -j- Ö-- wi'o = IJ , 

daher wird die Gleichung des Berührungspunctes der 
Tangente (%, »„) werden: 

{„-„,)||+(«-..)||:-o. . , . (3.) 

So ist für den Kreis 

]i\u^ v) = UV _ r^ = , 
SF__ eF^ 

also: 

[ti — i(^,) Vi;, -\- (v — üq) Wfl = uv„ 4" ^^*ü — ^''o^o "^ ^ > 

übereio stimmend mit §, 30, Gl. (5.). 

Wenn man die Bedingung, dass (w^, v^) Tangente der Curve 
(1.) sein soll, fallen lässt, so ist Gleichung (3.) Gleichung eines 
Punctes, der vermittels der Function F{u, v) zu der Gerader). 
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(wq, v^) in naher Beziehung steht. Man nennt diesen Punct 
dea Pol der Geraden («u, »„) in Bezug auf die Gurve 
F(ii, v) = 0. Doch siehe unten eine wichtige Bemerkung über 
die Form dieser Gleichung. 

Die Gleichung des allgemeinen Kegelschnittes ist: 

a^i!(^ + 2aiä'f^ + 'f^a*'* + 2a,3j( + 2a^.j v + %j = 0. (4.) 
Die Gleichung des Berührungspunetea auf der Tangente (u^, v^^ 
wird daher: 

(m - u,) (a,,n,-\-a,,v, + a,,) + (v-v,) («,,«„ + '».s«« + «.3)=0. 
Multipliciren wir aus, so erhalten wir 

m(«ii"o 4- <hi% + «is) + "K'i"o + '^2*'o + <hs) 
— («11 «u^ -j- 2ö,8M|,Do + t^a V + ^a^'o + '^»"o) "= '-' ' 
oder mit Benutzung der Curvengleichung: 

u(a,i^lig + «12^0 "1^ ''ig) "I" ''('^isS "I" 'hi'^a ~\~ ^2s) 

+ «1B«0 + «ss^o + % = (■'^O 

Man sieht, dass die Benutzung der Curvengleichung einen grossen 
Vortheil darbietet, indem der Ausdruck sich aicht hlos verein- 
facht, sondern auch hei Weitem mehr Symmetiüe zeigt. Um 
diesen Vortheil allgemein hei der Gleichung des Berührungs- 
pujictes zu erhalten, bedient man sich der sogenannten homo- 
genen Coordinaten. Schreiben wir (4.) in der Form 

so kann man (5.) und wie aus dem Satze Über die homogenen 
Functionen folgt, die Gleichung (3.) allgemein schreiben: 

dF . dF . oF ^ ,... 

Namentlich, wenn es sieh um die Beziehungen von Pol und 
Polare handelt, werden wir die Gleichung nur in dieser 
Form verstehen. 

Wir bemerken ausdrücklich, dass wir den homogenen 
Coordinaten durchaus keine geometrische Bedeutung 
heilegen, ohWohl dies möglich ist. Ffir uns bedeutet w in 
(4ffl.) oder allgemein in 7^(m, v, id) = bei geometrischer 
Deutung der Gleichung einfach die Einheit. Ebenso ist in 
(6.) sowohl w wie iv„ = l gesetzt zu deiilicn. Es ist also die 
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sogenannte dritte Coordiunte w für uns nur ein formales, zur 
Bequemlichkeit der ßeclmuug eingeführtes Symbol, 

79. Wenn man in der Gleichung (5.) u^ = ■Wq nimmt und 
dann unendlich werden lässt, so wird («„, v^) zur unendlich 
fernen Geraden. Die Gleichung (5.) verwandelt sich dann in 

{an + 0.2) M + («12 + "2.} « + «13 + «.s = 0. 
Dies ist nach §. 75 Gl. (17.) die Gleichung des Mittelpnncta. 
Der Pol der unendlich fernen Geraden ist also der Mittel- 
puncfc des Kegelschnittes. 

Bezeichnet man die linke Seite der Gleichung (5.) durch daa 
Symbol L, die linke Seite der Mittelpunctsgleichung durch M, 
so ist die Gleichung des Poles, welcher zu der Geraden 

("„ + «,'-. + «) 

gehört, 

L + cc31 = 0. 
Daher liegt der Pol auf der Geraden L = 0, M=0, Bewegt 
sich also eine Gerade durch Parallel Verschiebung, so durchlauft 
der Pol eine Gerade, welche durch den Mittelpuuct des Kegel- 
schnittes geht. 

Gelangt die Gerade (w^, v^ durch Parallelverschiebung in 
den Mittelpunct des Kegelschnitts, so wird sie ein Diameter; 
die gleichfalls durch den Mittelpunct gehende Gerade, welche 
die Pole der Geraden (tt^, v^) in deren verschiedenen Lagen ent- 
hält, ist auch Diameter der Gurve und diese beiden in innigem 
Zusarainenhauge stehenden heissen conjugirte Diameter. 

Übungsaufgaben. Gegeben ein Diameter; man suche die 
Coordinaten des conjugirtea. 

Man bestimme die Coordinaten einer Geraden, welche die 
Berührungspuncte zweier parallelen Tangenten verbindet. 
Man bestimme die Länge eines Diametera, 
Man zeige, dass wenn die Polare sich um einen Puncfc dreht, 
der Pol eine Gerade durchläuft. 

Es ist zweckmässig, die Losung dieser Aufgaben zunächst 
für die einfachsten Pormen der Kegelschnittsgleichungen zu suchen. 
Vergl. §. 33 ff. 

80. Eine Gerade, welche zur Tangente («„, »„) in ihrem 
Berührungspuncte senkrecht steht, lieisst Normale der Curve. 
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Sind ihre Coordinaten a, v, so müssen also die beiden Glei- 
chungen erfüllt werden: 

c^ + (m — «)(w, — »;„) = 0,1 

(.-.,) II' +(.-..) || = o| ^ • • ('•) 

Die erste zeigt an, dass die Normale zur Tangente senkrecht 
steht, die zweite, dass sie durch den Berührungspunct lüuft. 

81. Lassen wir Md, !!(! alle Wertliepaare, welche JF(4(,v)=0 
genügen, durchwandern, so umläuft die Tangente (ii^, v^ die 
Curve. Die einzelnen Normalen (ti, v) umhüllen eine neue Curve, 
die Evolvente der vorigen. Man findet also die Gfleichung der 
Evolvente, wenn man aus (7.) mit Hülfe der Ourvengleichung 
^ = die Grössen u^, Vf, eliminirt. 

Man suche die Gleichung der Evolvente der Ellipse. 

Die Gleichungen, aus denen %, «^ an eliminiren sind, lauten: 

ß^ ^_ („ _ y) („^ „ y^) = ; u^v„ = l^ ; UV, + vu^ = 2b\ 

Man findet zunächst: 

uv, + vu, = 2b\ __ 

,(^^ — ^Wo = 2 V¥ — V'uv = 'IiyV'"— UV. 

Daraus folgt dann 

Nun ist andrerseits 

d' + {u - V) («0 - «(,) = 4«^ + MUß + vv^ - 2&^ = 0. 
Also 

m' . wWo + ij" . uv^ = 2(B' — 2aF)uv. 

Oder 

6^(m^ + v^) + 2(2«^ — V)uv = i»l/fe^ — Mw(w.^ — v^). 
Nach vollzogener Quadrirung fällt ein Factor uv heraus und 
es bleiht 

h\u + vY[{u - vf + 8«^ - 46^1 + )6(ö^~ &7«.)> = 0. (8.) 
Dies ist die gesuchte Gleichung der Ellipsenovolvente. 

Eine noch bequemere Elimination bewirkt man durch die 
nachstehenden drei Gleichungen: 

V + 'V-SS", 

«0« + %^ = 2&^ — 4a\ 
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Man tiutlet: 
0=öV-^)' + 4 {i^u+i^a^—i» [bH-\-(2a^-b'')n]. (9.) 

81. Aus den Gleicliuilgön (7.) leitet man ab, wenn man 
zur Abliiiraung einführt: 






CP + 3) K - "») 

Die w', )i' sind die Coordinaten der Normale im Curvcnpuncte, 
dessen Tangente (ii^, Wg) ist. 

82. Gicbt man insbesondere der Curveugleiehung die Form: 

»-«••), ("■) 

so erhält die Gleichung des Berührungspunctes die Form: 



V- . . . . (12.) 



-'' + («, 


, - •■) K - 


«.n 


(1- 
-«■f + ( 


n (", - •>.) 


-..n 


(1 — 


n H - K 





1 - r i-f ^-r 

In derselben ist kurz /"(«o) durch f ersetzt. («„, «„) ist die 
betrachtete Tangente. Die Gleichung hat die Normalform. 
Als Ooordinaten der Normale finden wir: 



. (13.) 



Bildet mau nun die Gleichung 

so hat man den Puncfc, durch welchen die benachbarten Nor 
malen {^(', v) und {u + ät{, v + dv) gehen, also den Krüm 
muDgsmittelpunct. 

Die Auarechnnng liefert das folgende liesnltat; 

„ I .IL. r . '' + '".-'•)' \ 

„ . rc + (". - «.)■) - (1 - /")■ (». - '.n 



(14.) 
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Soll dieser Gleichung die Normalforra ertlieilt werden, so muss 
man sie durch 

dividiren. Alsdann kann man direct durch (12.) und (14.) die 
Länge des Krümmungeradius imUerührungspnncte der 
Tangente {ti, v) ausrechnen. Mau erhält: 

^-T-(-r=7|;)y.l«' + ("-*'''l'^- ■ ■ C-''-) 

Die Grösse l^f'(ti) verschwindet nur, wenn du = dv. Dann sind 
die aufeinander folgenden Tangenten (m, v) und (u~\-du, v -\- dv) 
einander parallel; wir haben also eine Asymptote (u, v) und 
ihren unendlich fern liegenden Berühr ungspunct vor uns. 

Die Asymptoten der Curve (11.) liefert also die Gleichung 

i-r(«), (16.) 

oder für die Curve F{u,v)^Q die Gleichung: 

K + Si-° (^'5") 

Da die Gleichung F{u, v) => vom «'™ Grade, die (16a.) vom 
n — 1'"" Grade ist, so erhält man ein Eliminatiousresultafc vom 
Grade n{n ~ 1). Eine Curve n"'^ Olasae hat also im All- 
gemeinen n{n — 1) Asymptoten oder ii(n — 1) unendlich 
ferne Puncte. 

83. Man kann das Obige leicht verallgemeinern. Die un- 
endlich fernen Puncte erscheinen als Schnittpuncte der Curve 
mit der unendlich fernen Geraden. Wollen wir nun die Anzahl 
der Schnittpuncto der Geraden (mj, Vj) mit der Cnive 
F(u, v) = bestimmen, so ist, wenn (\, «„) die Taugente in 
einem solehon Puncto heisst, 

Die erste dieser Gleichungen sagt aus, dass der Schuittpunct 
(i(^, üj) mit (Wp, )j||) Borührungapunct der letzteren Geraden ist. 
Die Elimination mit Hülfe der homogenen Coordinaten be- 
wirkt, dass 
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wird. Diese Gleichung ist vom n — 1"^" Grade, daher erzeugt 
sie in Verbindung mit F(u, v) = ein Eliminatiousreeultat 
n{n — 1)*™ Grades. 

Die CurvenM*'^'^ Glasse sind im Allgemeinen n{n — 1)*"' 
Ordnung. 

84. Wird in der Gleichung (15.) /■"(m) = 0,*) so folgt R=^0. 
Wenn aber der Krümmungsradius einer Curve Null ist, so liegen 
die drei unendlich nahen Puncte, durch welche der Krümmungs- 
kreis geht, etwa derartig, dass die Entfernung der beiden äusseren 
von einander verschwindend klein gegen den Abstand derselben 
vom mittleren gedacht werden kann. Die analytis.che Er- 
klärung der Spitze liefert die folgende Betrachtung 

Angenommen, es sei /"("©) == ^! "o ==" A*'o)- t)ann ist: 

.-..-(«- ».) TK) + K» - »,)■ • r (».) + • • • 

Die Gleichung der Spitze selbst wird 

(„_„.)_(„_„„)/•(„.). 

In einem gewöhnlichen Puncte hat die Curvengleichung die 
Entwicklung : 

+ -U« -«.)'/■"(».) + ■■■ 

Stellt Ulan dieselbe mit dem beliebigen Puncte der Geraden 
(%, V(,), mit 

zusammen, so sieht man, dass das Werthepaar v — v^, u — «„ 
nur einfach ist. Durch irgend einen Punet geht eine Taugente 
der Gurve. Stellt man die Curvengleichung aber mit dem Puncte 

zusammen, so wird die Division durch (m — u^y ausführbar. 
Das Werthepaar w = i;^, m == Mq ist doppelt, durch den frag- 
lichen Punct gehen zwei zusammenfallende Tangenten, er 
ist Berührungspunct. Aus dieser Betraclitung folgt, dass die 
Spitze als ein Punct der Curve erklärt werden kann, 
durch welchen drei zusammenfallende Tangenten gehen. 

*) Ist die Gleichung der Curve in Cartesiachen Pnnetcoordinateii y=^f(x), 
Boliaben wir für /"' («) = einen Inflesionapunct. Diese analjtiaolie 
Gleichförmigkeit scheint bemerlfünswertK. 
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Drei benachbarte Tangenten laufen durch einen Pnnct, 
die Spitze. 

Mithin steht die Spitze dcmlnflexionspunct, wo drei be- 
nachbarte Punete in gerader Linie liegen, polar gegenüber. 

Jede Curye n*"' Classe, wenn n > 2, hat Spitzen. Die- 
selben sind also keine Singularität für diese Curven. 

85, Wenn wir die Anzahl der Spitzen einer Cnrve n'^"^ 
Olaase bestimmen wollen, so ist dies eine Untersuchung, die mit 
dem besonderen Charakter unseres Systems in keiner Beziehung 
steht. Dennoch mag die Frage der Vollständigkeit wegen Be- 
antwortung finden. 

Es ist im Ällgenieinen unmöglich, eine Curvengleiehung in 
die Form «=/■('(() zu setzen und dann /""{'() explioite zu 
bilden. 

Beachten wir aber, daas f'(ti) die zweite Ableitung 
von V in Bezug auf die ürvariable u bedeutet, so hat man aus 

F{u, v) = 
zunächst: 

SF 

ä» 8F' 

Leitet man nun nochmals ab, so erhält man sta.tt /"(«() = 
die folgende Gleichung; 

\dv} du' '^ du dv dvdu^\dJ_ 0e^ ~^- '•^'••' 
Diese Gleichung eignet sich aber noch nicht zur Abzahlung des 
Grades der Endgleichung. Denn wenn F{}i, ») = vom n*"' 
Grade ist, so wird die linke Seite der Gleichung (17.) vom Grade 
2(w ~ 1) + n — 2 = 3k — 4, Folglich musste für den Kegel- 
schnitt das Eliminationsresultat vom vierten Giade sem, während 
der Kegelschnitt doch gar keine Spitzen besitzt, da nicht drei 
Tangenten durch einen Punet laufen können Es muus also (17.) 
mit Hülfe der Gleichung F{u, w) = sith umformen lassen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir: 
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Dann ist zunächst: 

0,1 M^ + 2 üi, UV + ü^^^' + 2 Uy, niv + 2 tT^, j^w + IJ^^iv^ = 0. 

Femer : 

('' - ^) ■ -du = « ■ g^ + '' - e«9. + '" ■ Udi: ' 
also 

(n ~ 1) If = « . C/n + « ■ f^.. + w ■ f^,3 , 

Ot ^ 1) -gf^ " . !7iä + « • f^.. + v?.U,,,. 
Führt man dies in (IT.) ein, so erhält man; 
UnU^^&^+2U,^ü,-,U,s- U,,U^^- U^^üi^- PaJA/^O- (18-) 
Diese GleicVivmg ist vom Grade 3(tt — 2) und repräsentirt eine 
Curve, welche die JZesac'sche Cnrve genannt wird. Für den 
Eegelschnitt sagt (18.) ans, dass er in zwei Puiicte zerrällt. 

Die Anzahl der Spitzen beträgt also bei einer Curve 
n^" Classe im Allgemeinen 'An{n — 2). 

86. Das Bogenelemcnt. 

Die Gleichung des Berfihrungspuuctes an der Ta.ngente 
(«p, Vq) lautet in der Normalform: 

« _ w ■ /"K i _ ^^o-MQ.fH) 

i-rK) i~rK) ^-r(»o) ' 

wenn die üleichung der Curve 

heisst. Daher findet man die Gleichung des nächsten Punctes, 
welcher Berührungspunct an der Tangente («y + "^^'of "o + «^"o) 
ist, als: 

" ^rK + rf»,) 

V- f K) - /■"(«,) . rf„:; 1 ^ /-K+rf«,) 

_ ^„_+_d,.„^ K_+_l««)r_K_+d«;„) 
1 - f (»0 + d«J 
Demnach ergiebt sich ds, als Abstand dieser beiden benach- 
barten Ciirvenpuücte, aus der Gleichung: 

oder ausgeführt mit Auslassung des Index: 



y Google 



64 Sechster Abschnitt. 

Nelimeii wir als Beispiel dün Kreis, so finden wir 



= 2 r , aretg (-" ) , 



wenn man den Bogen vom Puncte « = aus bis zum Be- 
rühr ungspuncte der Tangente u = a zälilt. 

Stellb man den Ausdruek für li mit dem für ds ffei'undenen 
zusammen, so ergiebt sich das Resultat: 






(20.) 



Dies Resultat lässt sich auch geometrisch leicht bestätigen. 
87. Das Flächenclemont. 
Der Abstand des willkürlichen Punctes 
L^Äu-irBv -|-C = 0, 
dessen Gleichung die Normalform haben möge, von der Tan- 
gente (w, v) ist 

A u + B v + G 
" ' y.^ + (u - ■ir' 
Wir erhalten nun das Flächenelement ä<p , wenn wir diesen Ab- 
stand mit dem halben Bogenelemente multipliciren. Daher: 

wo die Curvengleichung ist 

„_/■(,.). 

Im Allgemeinen ist es zweckmässig, den beliebigen Puncti=0 als 
Berührungspunct einer Tangente (MgjVo) anzunehmen. Dann 
erscheint 9; als Segment begrenzt von der Carve und der zu 
den Tangenten (u^, «„) find (w, v) gehörigen Beruhrungssehne. 
Durch theilweise Integration wird aus (21.) allgemein: 

f - i (^" + i« + '') ■ i-^m - y j -i-^t-w ' 

daher in dem vorhin gekennzeichneten Falle: 
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-r[u) 



da in diesem Falle der erste Summand für die untere Integra- 
tion sgrenze M(| versehwindet. 

Nehmen wie als Beispiel den Kreis und rechnen vom 
Puncto M^O aus, so wird: 



1 + ^ y 1 + ^1 



-~—i ■ du , 



Man bestätigt leicht geometrisch dies Resultat, wobei zu be- 
achten, dass der Abstand des Centrums von der das Segment 
begrenzenden Berührungssehne -^^ — -= und die Berührungs- 



Siebenter Abschnitt. 

Einige Beispiele höherer Ourven. 

88. Bevor wir zur Behandlung derselben sehreiten, mag 
erwähnt werden, daas wir der Vollständigkeit wegen einige 
Singularitäten analytisch bestimmen werden, obschon die 
Behandlung derselben mit unserm speciellen System in keiner 
näheren Beziehung steht. Man könnte daher die betreffenden 
Discussionen ebensogut an manchem andern Linieneoordinaten- 
systeme vortragen. 

Zunächst behandeln wir die Doppeltangente. 

Sei die Gleichung unserer Curve: 

i'C«, »)-o (1.) 

In der Nähe der Tangente {mq, v^ können wir für die benach- 
barte Tangente {ii, v), deren Coordinaten sich von Kj,, \ so 
wenig unterscheiden, dass der Convergenzbereich der Reihe nicht 
verlassen wird, die folgende Entwicklung angeben: 
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F(u - ... + „„«-,. + V,) - y(«,, v„) + (« - ...) |^_ 

+ (' - -•) If + i (» - "•)' ■ I? + (» - "•' (" - '•) JA 
+ «•--.)■■"+■■■■ 

Die Gloichuüg: 

(»-».) |£ +{•-».) 8-1; -0 . . . (2,) 

stellt einen Puiict dar und zwar, wie wir wissen, den Berührungs- 
punct der Tangente (*!(,, '^o)- ^^ C^-) ^i*' O--) combinirt U — tig 
als zweifache Wurzel ersclieinen lässt, so ist (2.) ein Pimct, 
yon dem aus nur w — 2 Tangenten an die Curve gehen, die 
von (%, W(|) im Allgemeinen verschieden sind. 

Wenn aber ^ und 3— für eine Tangente {u^, v^) beide 
verschwinden, so existirt (2.) nicht mehr. Zunächst muss 
bemerkt werden, dass aolche Werthe ii^, v„, für welche gleich- 
zeitig 

-F'(«.,''.)-0, IJ-0, W,-<>' ■ ■ (3-) 

oder, wie mau sofort sieht, für welche 

11 = 0, ||_0, ||_0, . . . (3.) 

im Allgemeinen nicht vorhanden sind. Denn wir haben 
zu ihrer Bestimmung drei Gleichungen mit nur zwei Unbekann- 
ten Mfl, Dq. 

Es muss also eine besondere Beziehung zwischen den Coeffi- 
cienten von F(u, v) vorhanden sein, damit die Gleichungen (3.) 
erfüllt sind. 

Wir haben hier also eine Singularität vor uns. Suchen 
wir ihren geometrischen Charakter zu ergründen. 

Zur Bestimmung der Nachbarn {u, v) der Tangente («d,«,,) 
haben wir die quadratische Gleichung: 

(« " %f 15 + 2 (•• - «.) (- " ».) sfli; 

.... (4.) 
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Dieselbe wiid nur dann ülasoriseh, wenn die drei zweiten 
Ableitungen verschwinden. Dies wird im Allgenieinen nicht 
der Fall sein und können wir ihn daher als eine noch weit 
höhere Singularität einstweilen aussehliossen. 

Die Gleichnng (4.) zerfällt in zwei lineare von der Form: 
o,(«-».) + S,(»-».)_0,l 
«,(,,- u,) + t,(v~v,)-0.\ ■ ■ ■ ■ '■°'' 
Beide stellen Puncte dar, welche auf der Geraden (Wy, li^) liegen. 
Combiniren wir einen derselben mit der Curvengleiehung, so 
resulfcirt u — ttg=0 als dreifache Wurzel, wodurch also aus- 
gesagt wird, dass von diesem Punete ausser [u^, v^) sieh nur 
n — 3 Tangenten an die Curve ziehen lassen. 

Wir haben eine Tangente mit zwei Berührung spuncten, eine 
Doppeltangente vor uns. 

89. Wie Gl. (17.) des §. 85 beweist, ist für die Doppel- 
tangente auch die Gleichung erfüllt, welche uns die Spitzen 
der Curve lieferte. 

Dasselbe ist aber auch für Gl. (18.) der Fa,ll. Da nämlich 
die drei ersten Ableitungen nach u, v, w verschwinden, so 
hat man: 

M. C/ii+». Üia + W. Üi3 = 0, 

u . U^^ + V . U^^ -\- w . U^^O. 
Durch Elimination der ^l, v, w folgt hieraus die Gleichung (18.) 
Demnach enthalten die 3)i(n — 2) Werthepaare, welche aus der 
Combination von (18.) mit F{ii, *) = folgen, nicht b!os die 
Coordinaten der Tangenten in den Spitzen, sondern auch die 
Coordinaten der Doppeltangenten. Demnach erniedrigt sich die 
Anzahl der Spitzen, wenn Doppeltangenten vorhanden sind, und 
zwar, wie gezeigt werden kann, jedesmal um sechs Einheiten 
für jede Doppeltangente der Curve. 

Werden die beiden Gleichungen (5.) identisch, so mnss sein 

d^-T^^ = \wrJ} ^^-^ 

Dann rücken also die beiden Berühr ungspuncte der Doppel- 
tangente in einen zusammen; von ihm aus gehen noch n — 3 
TEingenten an die Curve. 
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90. Die Curve 

(v-v„y = {u-uJ.H^^), .... (7.) 
wo ip{u) die Entwicklung 

*(«) - %' + «.(« - «,) + <%(« - «.)' + • ■ • 

hat und a^ nicht Null ist, hat die Tangente (mq, «„) zur Dop- 
peltangente. Die Berührungspunete derselben haben die Glei- 
chungen: 

Dies gilt allgemein, wie Gleichung (4.) beweist. Ist (tif,, v^) eine 
D oppeltan geilte , so hat man für die Nachbartangenten zwei 
völlig verschiedene Entwicklungen, etwa 

« — -"o = %(" — Mo) + oi(« — %y-\ — , 

v-v,^ Uu - %) + \ {u - u,y + ■ - . . 
Im Falle der Inflesion ist der Coefficient a,, =^ und die 
beiden Entwicklungen sind durch ein Wurzel vor zeichen ver- 
schieden. In der That, betrachten wir die Curve 

(..-«.)'-(«-»,)■.*(«), .... (8.) 
WO j/; (u) für M = «0 nicht verschwindet und nicht unstetig wird, 
so ist 

n«, «)-(•'-«.)''-(«-«.)• •*(»)• 

Man erkennt zunächst, dass die Bedingung (6.) erfüllt ist, da 

Für die Doppeltangente hat man in den zwei Paaren der 
Berührungspunete vier Schnittpuncte der Curve mit der Geraden 
(Ug, Vg). Da für den Inflexionspunct diese vier Puucte zu- 
sammenrücken, so könnte es seheinen, als ob die luflexiona- 
tangente die Curve in vier zusammenfallenden Puncien schnitte. 
Wir werden nachweisen, dass dies nicht eintrifft, sondern im 
Allgemeinen die Curve von der Infiexionstangente nur in drei 
zusammenfallenden Puncten geschnitten wird. So lange die Tan- 
gente die Curve nur in zwei zusammenfallenden Puncten schneidet, 
liegt die Curve ganz auf einer Seite der Tangente; dasselbe ist 
der Fall bei vier, sechs u. s. w. Sehnittpuncten. Dagegen liegt 
die Curve bei drei, ftlnf u, s. w. Sehnittpuncten auf verschiedenen 
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Seiten der Tangente. Daher muss die Tangente, welche die 
Curve durch Umwälzung beschreibt, in einem solchen Punete 
den Sinn ihres Umlaufs ändern, sie muas in demselben sta- 
tionär werden. Dies wird sich analytisch dadurch kennzeich- 
nen, dass tt, für die Inflexionstangente ein Masimum 
oder Minimum wird, wenn wir den Bogen zur unab- 
hängigen Variablen nehmen. Dies ist nun in der That der 
Fall. Denn aus §. 86 Gl. (19.) folgt: 

^ ^ 0-.-£Ml . _ 1 __ , 
ds f"iv.} |/e' + {u — vy ' 

_^_ (t-rw)^ ( ( i-r(»^)).r"w {i-r(«)ri^- ^)\ 

d»' r{v.)(e'+{ti~vf}\'^ nur /"(«x^hc«-")'))' 

Nun hat man aber, nach Gl. (8.) die Entwicklung: 

rt«) -v, + «,(.. - ...)* + »,(.- «,)4 + ... . 

Setzt man ein, so erhält man für j- den Werth Null, für 

-j— I den Werth -ö"'~i) wenn w = m^. 

Bei der hier gewählten Zeiehenbe Stimmung hat man also 
stets ein Minimum vor sich. 

Der Inflexionspunct hat die Gleichung v = Vf^. 

91. Gleichung der Parallelcurve. Soll die Tangente 
(u, v) einer Curve im Abstände h die Parallele {u, v) erhalten, 
so muss sein, wie ähnliehe Dreiecke lehren: 

»• - » _ V^' + ju -~vf _ v^_~2 
k e k ' 

Ist daher die Gleichung der Curve F(^.i. , *() = , so lautet die 
der Parallelcurve: 

i'(«+|Ve" + (»-•')", « + |l/e'' + (»-.)')-0. (9.) 
Dieselbe ist vom Grade 2w und führt zu denselben Pnncten als 
Brennpuncten, welche der ursprünglichen Curve zukommen. 
Man kann daher ein System paralleler Curven als ein confo- 
calea auffassen. Dieses Verhalten gilt selbstverständlich nicht 
umgekehrt. 

Die Gleichung der Parallelcurve der Ellipse lautet: 
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92. Es soll die Curve untersuclit werden; 

ai>ä = M^ (10.) 

Der Berülirungspunct hat die Gleichung: 

2oi!)o« — 3V« + V = 0, .... {11.) 
wenn (ifo, v^ die berührende GEerade ist. Derselbe rückt un- 
endlich fern, wenn 

2awo = 3M/, 
was zu der Gleichung führt 4««*^* = S««,,*, oder, da m„ = als 
zu dem Inflexionspuncte führend [§.90,01.(8.)] auszuschliessen ist, 



Durch die Gegenwart des Inflexionspuncfee fällt der Divisor m* 
heraus; alao erniedrigt sich die Zahl der unendlich fernen Puncte, 
dio Ordnung der Curve, um drei Einheiten, Dies gilt nach 
Plücker's Formeln allgemein. 

Wenn wir (10.) mit (11.) corabinireu, so erhalten wir das 
Eliminationsresultat: 

V ~ 6Vw + 9Wot'' - 4ap^ = 0. . . . (12.) 
Also wenn die Gerade (m, v) gegeben ist, so hat dieselbe mit 
der Gurre drei Schnittpuncte. Denn aus (12.) folgen drei 
Werthe für ti,^, welche die Tangenten in den Puncten liefern, in 
denen die Gerade (n, v) die Curve sehneidet. Diese Tangenten 
haben die Ooordinaten 



n = Un , ü(, ■ 



Daher lautet die Gleichung eines der Schnittpuncte der Ge- 
raden (i[j, »j) mit der Curve: 

wenn tr^, eine der drei Wurzeln der Gleichung ist: 
V — Qiia\ + 9UoMi* — iav^^ = 0. 
Wird ti^ , «1 selbst zur Tangente, so enthält diese Gleichung die 
doppelte Wurzel itf, = u^ uud Mq = Aii^. 

Für die erstere wird (13.) zur Gleichung des Berührungs- 
punctes, für iSq = 4mi aber wird 

3m,'m + av^v — iu^' = (14.) 
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Dies ist die Gleichung des dritten i^unctes, in welchem die 
Tangente (%, v,) die Curve achneidet. Der Abstand s 
dieses Punetea vom Borülirungspuneto ergiebt sieli nach leichten 
Rechnungen : 

J^^T^^li^VS'. . . . (15.) 

Für Ui = wird s = 0; die drei Punete fallen nusajnmen. Für 
iti ^-Q-** wird s= coj da der Beruh rniigspnn et unendlich fern 
liegt. Die Asymptote, deren Coordinaten 
4 s_ 

sind, schneidet die Curve in dem Pimcte: 

2.. + »-S« (16.) 

Die beiden andern Asymptoten fallen in die t/-Ase zusammen. 
Filr Mj = ffl wird auch v^ = a oder v^ ^ — a und man 
erhält als Gleichung des Berühr ungspunetes 
+ 2« — 3j(4-« = 0, 
als Gleichung des dritten Schnittpunctes 

Der Abstand s wird in beiden Fällen s = -: e, wodurch r, 
eingeführt ist. 

Die geometrische Figur der Curve wird nun leicht zu über- 
sehen sein. Ein Zweig der Curve berührt die Ü-Axs in deren 
unendlitli fernem Punete und entfernt sich allmälig weiter von 
derselben, während « und v positiv bleiben undy>iust. Für 
V = u steigt die Curve senkrecht auf und entfernt sich ins Un- 
endliche, die Asymptote v ^ ^ a, u ^ -- a berührend. Dann 
erscheint sie auf der entgegengesetzten Seite dieser Asymptote 
(nach der negativen Seite der Äsen hin) im Unendlichen und 
entfernt sich allmälig von derselben, bis sie bei v ^ gerade 
aufsteigt und alsdann von diesem ihrem Inflexionspuncte aus 
ihre concave Seite der F-Axe zultehrt und sieh der U-Axe an- 
schmiegt. Mithin erseheint der unendlich ferne Punct der l'-Axe 
als Spitze der Curve. 
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Das Bogeuel erneut der Curve hat, wenn man einführt 

den Werth; 

3 y?^^^jr^]^}.i 



Für das Fläehenelenient ünden ' 
ausgehend : 



-y,rfA 



■dk ... (17.) 
, vom Puncte » = 
. . (18.) 



(19) 



und der Krümmungaradiiis M wird 

Setzt man m = al^, v = ai^, so sieht man, dass die Curve vom 
Geschlechte Null ist. Sie hat eine Spitze und eiue Inflexion, 
ist von der dritten Classe und von der dritten Ordnung. 
Um die Brennpuncte der Curve zu linden, setzen wir 



aX^ — aX^==ei. (20.) 

Hieraus folgen drei Werthe für l, die wir mit A,, X^, ilj be- 
zeichnen wollen. Für den andern Kreispunct im Unendlichen 
haben wir die Gleichung 

ai? — aX^ = — ei, 
woraus wieder drei X hervorgehen, die wir mit )!\, A'a, As be- 
zeichnen wollen. Dieselben sind den entsprechenden X^, Ag, X^ 
conjugirt. Hat man nun ferner 

Uc = aX%, Ua ^ «Aa ; Va = aXl , v'u = (J^^a 
(„-1.2,3), 
30 ist die Gleichung jedes Brennpunctea 



(21.) 
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93. Wenn eine Gerade sich so bewegt, dass die endliche 
zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels liegende Strecke 
derselben eine constante Grösse hat, welche Curve wird dann 
YOu ihr umhüllt? 





A 




fi 






ff 






/ 


f: 


•^F 








1 
1 




\ 


^~- 


\ 




C 




V 






7:?^-^ 



Sei OQ (las Mittellol, OU die Axe der u, QB die Axe der 
f, CBXAB, a Millelpimcl von oq, 

Ferner setzen wir 

QB—v, OA — ^a — tl. 
Dann ist 

CD .AB — AC.CB. 
Weil »bei EßF~AI>C, so ist 

EF-.FG — AO-.OD — AB: OB. 
Daher, wenn man einsetzt: 

Y ■■ '-=^ - Y'>'T¥+'«f ■ (» + ••') , 

indem man beachtet, dase F die Mitte von AB ist. Daher 
die Gleichung der Curve: 



4e>,„- + (f - „>)> = 0. 
Die drei ersten Ableitungen sind: 



(22.) 
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— = ie^vii^ ■ — ■ 4u(v^ — «*), 



' + iv(v'-u'), 



Demnach die Gleicliung des Beriüirungspunctes an der Tangente 

u(eH, - u,W - O) + v{ehi, + v,{v;' ~ ■»„^)) 

+ 2e^i;o% = (23.) 

Man kaun u und v aueli wieder ala Functionen eines Para- 
meters ausdrücken; als solchen wählen wir den geometrisch als 
wichtig hervorstechenden Winkel, den die Tangente mit den 
Äxen bildet. Nennen wir ihn cp, so wird 

V ^ 11=^ i , V -i- V, = e . cos ffi. 

Hieraus folgt; 

Ersetzt man noch, sin tp und cos ip durch die Functionen von X, 

so erhält man v und u als rationale Functionen eines Pa- 
rameters. Die Curve hat also, wie die analytische Geometrie 
lehrt, die höchste Anzahl Doppeltangenten. 

Eine derselben ist ^( = 0, u = 0, da die ersten Ableitungen 
vers eh winden. 

Setzen wir, um die Curve im Unendlichen zu untersuchen, 

so folgt die Gleichung 

Dieselbe zeigt, dass von jedem Puucte der unendlich fernen Ge- 
raden nur zwei statt vier Tangenten an die Curve gelegt wer- 
den können. Folglich muss die unendlich ferne Gerade 
Doppeitangente sein. 

Um ihre Berülirungspuucto zu finden, setzen wir 
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= y + ">« + »i' + »!*' + ■ 



(25.) 



Die Entwicklung führt zur Coefficientenliestimiiiuiig und zwar 
erhält man 

(ßo — h,:)^ + e^ = 0. 
Setzt man in die Gleichung (23.) die Entwicklungen (25.) ein, 
so erhält man 

also die unendlich fernen Kreiapuncte als Bertihrungspuncte 
der unendlich fernen Doppeltangente. 

Die dritte Doppeltangento ist die Mittellinie, beider 
man also 

'• - ° +». + ■■■ , '' - - T + 4. + • • ■ 

statuireu muss. Man findet als Beruh r un gsp uncte : 

)( -f- u = -|- e. 

Dies ist auch geometrisch evident. 

Die sechs Berühr uogspuncte der drei Doppeltangeaten sind 
zugleich sechs Spitzen der Curve. Für die vier Puncte 
«( = 0, « = 0, u -\- V = ^e ist dies sofort durch die An- 
schauung klar. Man weist es aber auch analytisch für diese 
und besonders die beiden übrigen nach, indem man die Reihen- 
entwicklung verfolgt. 

Da bei der uns beschäftigenden Curve sich diese Yerbält- 
nisse besonders lehrreich gestalten, mögen dieselben einer etwas 
ausführlicheren Darlegung würdig erscheinen. 

Da die Spitzen keine Singularität der Cirrveuji**' Classe 
sind, so haben wir für die Tangenten u, v in ihrer Nachbar- 
schaft die gewöhnliche Entwicklung: 

M = «0 + «1 * + ölg (^ 4- - • ■ , 

V ^i„-^hj + iif -\ , 

oder, wenn es sich um Coordinaten mit unendlich grossen 
Zahl wer then handelt, 
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U = ~ + (tfl -f- «[ i -}- ■ ■ ■ 

» - 1 + Sü + »,' + ■■• . 

Bütrachtun wir nun die Gieichung des Punctes 

L-r^Au-\-Bv + C=i), 
ao ist, wenn dieselbe für f = einfach beiriedigt wird, L ein 
Punct einer Tangente. Wenn sie aber auch für die folgenden 
Coordinaten erfüllt ist, so ist der Punct der Berülirungspunct der 
Tangente, und wenn sie für noch ein folgendes Wertliepaar er- 
füllt ist, so laufen drei consecutive Tangenten durch den Punct, 
er ist Spitze. An;ilyfciseh drüctt sieb dies aus 
Ay,-{-Bv + C = Q, 

Wenn wir aber unsere Heiheiieiitmicklung zu Grunde legen, so 
kommen wir zu den drei Forderungen: 

^0, + -BS. + 0-0, 

jlo, + B\ — 0, 

Aa, + BSj — 0. 

Oder für unendiieh grosse Zahlwerthe der (m, v)\ 

Äa +Bb —0, 

Aa,+ Bb, + C—0, 

ÄHi + -BS, — 0. 

Dalier erhivlten wir als Charakteristik der Spitze; 

oder (26.) 

Für unsere Curve nun haben wir, wenn wir setzen 
u = — (>!,, 

»-T^,„ »---S- . ■ ■ ■ (2'-) 
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Daher in der Nähe des Punctes v = 0, 

v= 2e{t +f^ ), 

u 2e{f-\-t''-\ ). 

Da «ä = &3 = 0, 80 ist die Bedingung (26.) erfüllt. 

In der Nähe des Punctes u -{- v ^ e haben wir t^l -j-z, 





«. 


=l(- 


| + - 


I + I^ + ' 


■■) 




„. 


=K+ 


| + - 


l-i^+' 


,..) 


Eatllicli für 


der 


i Punct i 


i-«. 


-ei, 






„. 


= l(i 


+ 4' 


-^ + '' 


•)■ 




w 


= 1(1 


-|. 


■-1-2 + - 


■)■ 



Die Methode der Reihenentwicklung ist die einzige, welche bei 
der Untersuchung einer Curve in der Nahe eines gewissen Punctes 
vollige Sicherheit gewährt. 

Für den Krümmungsradius erhält man den rationalen 
Ausdruck 

i!__3efji^|y (28.) 

Auch der Bogen wird durch ein rationales Integral gefunden. 

94. Auf zwei concentrischen Kreisperipherien bewegen sich 
zwei Puncte mit gleichförmiger Geschwindigkeit. Welche Curve 
wird von ihren Verbindungslinien umhüllt? 

Sei in Fig, 9 OA^^n, QB^v, EC = r^, ED^r^, 
i OEC = 9^, i OED = (p^ . Ferner nehmen wir an 

^^ = mt, (p^ = nt 
und lassen t ursprüngliche Variable sein. Dann kann man die 
trigonometrische Tangente des "Winkels ABQ veraehiedenthch 
ausdrücken und gelangt zu den Gleichungen: 

V — t\ ein qp, V — r^ aiu qt^ 

Hieraus folgt alsbald: 
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a_(p^_ — r^ sin y, — r^ sin (y, — y^) 
r, coa 9, — r^ cob q^^ ' 

gjü y, 4- r^ sin tp, — r^ 3'" i< p, — q»^) 



(29.) 



Hieraus folgt, weil e =^ 2»'^, 



. . (30.) 



Wenn man quadrirt und 1 addirt, folgt weiter: 

(u - vf + e'- _r,^ + r,^ -'JT.r^ 003( 9, _- 9-.) 



(31.) 



Die Gleichungen (30.) und 31.) konnte man auch direct ; 
metriscli leicht ableiten. 




Die letzte zeigt mit grosser Deutlichkeit, dass für die 
Brennpuncte der Curve einfache Beziehungen erwartet werden 
dürfen. Nennen wir die Coordinaten der Tangente, welche von 
einem Brennpuncte aus an die Curve geht, u^, ji^, die augehö- 
ligen Werthe der 95 a^ und h^, den Werth von t, („, so ist: 

Daraus kann man ableiten; 

sm(«, -«,)-'i-^i. 
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Dann folgt 

cos («j — a,) + i sin (ß, - k^) = J- = A, . (32.) 
oder, m > M, 

cos {m — n) iff-i-i sin [m — «) '« = '^ j 
folglich 

cos Kj + ^ sin «i = A™""" . |3'" , 

cos «3 + j sin «3 = a'""" , ß", 
wo (i eine (m — m)'^ Wurzel der Einheit bedeutet 
Nun liefert Gl. (30.) 

«., - f„ _ 8in t., - (cos i^, -^,) + i sin («, - «,)) ein «, 
2n COB «. - (cos («, - «,) + i sin («, - «,}) oos «, ' 

Ersetzt man «j durch «^ — «2 + "a j ^o folgt, wie zu erwarten, 

*'o — ■"0 ^^ 2rji. 
Andrerseits hat man allgemein: 

!_ti = __Ai5Lte_r:_?^. . . , (33.) 

Daher 

». +3 »« (". - «.) 

2r, cos „, - 00. B, (CO, («, _ .,) + i «io K - «,)) 



= — i . (cos Ka + i . sin a^). 
Also: 

Für die Coordinaten der eonjugirten Tangente wird 



Beachtet man nun, dass 

ß" _i_,3-n = 2cos^-^^iD, ß''^ ß-» = 2isui;^^^^p, 

wo p eine ganze Zahl, so findet man die Brennpuncte durch 
die Gleichungen: 
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u-\-v-{-{ti — v).l .cos^^- = 2»-i.A . SID _ -^ , . 

(p = 0, 1, . . . , s» — w — 1). 
für den Abstand von dem Puncte m -|- ;; = findet man 



(34., 



Von der Mittellinie dagegen hat jeder Breunpunet den Abstand 

r-y . X . sm _ - 

Demnach liegen die Brennpuncte sämmtÜcb auf einem 
um den Mittelpunct der concentrischen Kreise mit dem 

Radius ryH""" beschriebenen. Sie bilden die Ecken eines 
regelmässigen Polygons. Man kann die rechte Seite von (31.) 
auch dadarch versehwinden lassen, dass man für t einen Werth 
mit unendlich grossem imaginären Theil nimmt. Dann erhält 
man m^ + «"o = ^ und es kommt der Mittelpunct u -\- v = 
der concentrischen Kreise als fernerer Breunpunet 
hinzu. Derselbe ist einziger Brennpunet, wenn r^ = r^ = r 
Denn in diesem Falle ist: 



(35.) 



2,- 


cos tp, — 


coscp^ 


2 c 


ain (qji - 

cos qj. — 




(M - i-)' + e 




1 



(36.) 



Nimmt man B = 1 , « 
der Gleichung: 



= 2, SO erhält man die Kardioide mit 



(2iJ + »)e' — «(« + 3o)'. 



(37.) 
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Gellt man zu den Expoiientialfunctioneii über, so kaun man 
sogar direct die Gleichung der allgemeinen Ciirve aufstellen. 
Wir begnügen uns, das Resultat anzugeben. 

Wenn zwei Punete die Peripherie eines Kreises mit gleich- 
förmigen Geschwindigkeiten durchla.ufeii, die sich verhalten wie 
m:n, so umhüllen ihre Verbindungslinien die Cnrve mit der 
Gleichung : 






-,. + ,)— 



(38.) 




Aufgabe. Man finde die Brennlinie (Kataltaustika) des 
Punetes Q in Bezug auf den Kreis um 0. 

OQ nehmen wir als Mittellot unserer Axen, Der Strahl 
BÄC macht mit dem Badius (Einfallslot) 00 denselben Winkel, 
wie der vom Punete Q kommende Lichtstrahl QC. Verlängern 
wir OQ bis zum Schnittpuncte J) mit der Geraden AB, so 
wollen wir zunächst die Gleichung des Punetes D ormitteln, 
durch den unser Strahl AB, der ja Tangente der Breunlinie 
ist, hindurchgeht. 

Wir führen jetzt folgende Bezeichnungen ein: 
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OA = H, QB=-v, OQ^e, Oö^-r, ^^J)CO =^ QGO = ji, 

Daiiu ist 

7) . sin (a + (3) = 3- . sin j3 = e . sin (« — /i). 
Denn man erkennt leicht, dass 

^^7)0 = « + |3, OQC=^a-ß 
ist. Folglieli 

D0:<; = sin (« - /5) : sin (« + (3). 
Also auch 

DO:DO + <: = sin (c — ^) : 2 sin ß . eos (3 = n : o. 
Durch Projectiou von OQ auf die Richtung CO leitet m;in 
auch ab: 

cot (3 = '■"^-'^gi-,,^-^'-- 
Hieraus folgt sofort 

Dies ist die Gleichung des Punctes B. Nimmt mau ß = 0, 
so folgt 

^V-FT",- (39.) 

Dies ist die Gleichung des sogenannten Bildpunctes von Q, 
Der Name rührt daher, dass hei einem Hohlspiegel von ge- 
ringer Öffnung die von dem leuchtenden Puiicte Q ausgehenden 
Strahlen sich in diesem Puncte sammeln. Er zeigt daher eine 
auffallende Helligkeit vor den andern Puncten der Äxe. 

Ferner suchen wir die Gleichung des Punctes G zu erhalten. 
Dieselbe ergiebt sich unmittelbar aus der Bemerkung, dass man 
seine Abstände von den Äxen und dem Mittellote kennt, und 
es wird: 

, + ,..00. c« t~+"r.riv,«- 
Hievaus folgt: 

(■« - v) cos « + c sin « + n f = 0. . . . (40.) 
Wir haben also jetzt zwei Puncte der Tangente und finden daher 
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durch Auflösung der Gleichungen (38.) und (40.) nach «i uud v 
diese Coordinaten als Functionen des Purametevs a ausgedrückt. 
Die Ausrechnung ergieht: 



:.(. + . CO..)».- '■ («^> 



Der Curveiigleichung, welche man durch Eliminatiün des Para- 
inetera erhält, kann man die Form geben: 

|2(««-r^)«^ + 3rt(« -)VP 
= e^r^rv + 2{e-r)u)i-rv + 2ie-^r)n). . (42.) 
Die Tangente u^O, v^O ist Doppelfcangente der Curve 
mit den beiden Berührungspuncten 

»■!? 4- 2(e — r)« = 0; — r^ + 2(e + r)u = 0. 
Die physikalische Bedeutung des letzteren haben wir bei (39.) 
erkannt; der erstere rührt ebenso von der Reflexion an der dem 
Puncte Q zugekehrten Seite des Kreises her- 
um die Onrve in einem Beriihrungspuncte der Doppeltan- 
gente näher zu untersuchen, entwickeln wir (41.) nach Potenzen 
von ß und finden: 

,, ^ _11_ „ j ''L^'._ - (fi Jl. ... 

.-2«. + ^^». + .... 

Mithin führt die Annahme — = , , zu einer Gleichung in «, 
aus der «^ sich als Factor abscheidet. Mithin fallen in diesem 
Puncte drei Tangenten zusammen, wir haben eine Spitze der 
Curve erhalten. Die Brennlinie eines Kreises hat daher die 
Eigenschaft, dass auf dieser Doppeltangente in den Berührungs- 
puncten je eine Spitze vorhanden ist. 

Die beiden andern Doppeltangenten unserer Curve sprechen 
sieh ebenfalls in der Curvengleichung deutlich aus. Man erhält 
dieselben aus dem quadrirten Klammerausdruck, indem man für 
n = oo alle übrigen Glieder verschwinden lassen darf. Die Coor- 
dinaten der beiden andern Doppeltangenten sind also unendlich 
gross und ihr Verh'altniss folgt aus der Gleichung: 
2i- = 3m-|-1(V'P"+"8?. 
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Die beiden Doppel taiigeiiten sind also den Axen parallel, was 
aicli auch geometrisch leicht nachweisen lässt. Die Tangente 
unserür Curve hat nämlich in der L^e, wo sie aus dem dem 
Puncte Q nächstliegenden Kreispuncte entspringt, eine zu den 
Axen senkrechte Richtung. Legt man von Q an den Kreis eine 
Tangente, so wird diese zugleich Currentangente. Zwischen 
beiden Lagen m'uss es also einmal auf jeder Kreishäifte vor- 
kommen, dass die Cnrventangente den Axen parallel wird und 
diese beiden symmetrischen Curventangenten verschmelzen zur 
Doppeltangente. Die andere entsteht ebenso auf dem von Q 
abgekehrten Theile des Kreises. 

In Punctcoordinaten kann man der Lemniscatengleichung 
die Form geben: 

(«' + y'/ = ^' — ^' (43.) 

Man sieht, dass dieselbe mit der Gleichung unserer Onrve in 
Liniencoordinaten eine nicht geringe Analogie zeigt. 

Die Gleichung unserer Ourve in Punctcoordinaten (vcrgl. 
Salmon-Fiedler, Höhere Curven Art. llft) steigt auf den sech- 
sten Grad und lautet: 

1 4(a^ + b') {x^ + f) ^ r' l{x + af + (y + ßf\ \ ' 

= 27(637 - mjy ix' + y^ - «^ - ly. 

Dass OS in diesem Falle vorzuziehen ist, die Corvo nach der 

Methode der Liniencoordinaten zu untersuchen, kann wohl nicht 

für zweifelhaft gelten. 

Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Lemniscate 
in unseren Liniencoordinaten. 

Diese Curve hat, wie wir als bekannt voraussetzen wollen 
in Cartesischen Coordinaten die oben (43.) angegebene Glei- 
chung. Setzen wir 

SO erhält man für x eine Gleichung mit zwei paarweise zusam- 
menfallenden Wurzeln « = + -7 l/ö. Daher ist die Gerade 
p = - Y'I Doppelt äuge nte der Lemniscate. Derselben ist 
y ^ — -- ]/2 parallel und ebenfalls Doppel tan geute. Diese 
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beiden Dopptltangenten nehmen wir zur V- iiud fJ-Axe 
unseres Liniencoordinatensystema. 

Die Gleichung der Tangente (in Punetcoordinaten) lautet: 
(I - x) (2^ + 2xy^ ~x) + (i,~^) i2x'ij + 2f + ?/) = 0, 
oder mit Hülfe der Curvengleicliung: 

1(23!'' + 2xy^ — a;) + i?(2a:^;/ + 2)/=' -{- tj) = x" - >f. 
Setzen wir in diese Gleichung für *; den Werth — "l/2 , so 

liefert ^ den Werth der w-Coordinate, während ij = — -^"|/2 
in derselben Weise die jj-Ooordinate liefert. Es braucht wohl 
kaum daran erinnert zu werden, dass dieses Verfahren zugleich 
die Methode ergiebt, welche man einzuschlagen hat, um für eine 
in Punetcoordinaten gegebene Curve die Gleichung in Linien- 
eoovdinaten zu ermitteln. Die Wahl der Äxen ist natürlich hier 
ein specieller, nicht zu verallgemeinernder Gedanke. Setzt 
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cos 9 = 



SO kann man eine Gleichung bilden, die aus 

cos 2 9) = 2 cos^qs — 1 
herstammt und für r^ einen Werth liefert. Alsdann braucht 
man nur in den Cubua zu erheben. Man findet: 
4(3«-^ + 3w* - 2uv — l)ä = 27(« + «)ä (1 + 2(«-m)')'- (44.) 
Dies ist die Gleichung der Lemniscate in unsern Linien- 
eoordinaten. Die Curve ist sechster Claase. Ordnet man nach 
fallenden Potenzen von m und v, so werden die Glieder sechster 
Ordnung — nur gerade Ordnungen kommen vor — 

64(18^)' + 18m^ - lZuv)v?v^. 
Dieser Umstand beweist, dass beide Äxen Doppeltangenten sind. 
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Denn nehme mau den unendlieh fernen Punct der v-Axe mit 
äer Gleidmng v =^ oo, so bleibt nach Division mit v^ nur eine 
Gleichung vierten Grades übrig, welche die vier Tangenten liefert, 
die von diesem Puncte aus sich an die Curve ziehen lassen. 
Allein jeder Punct v = a der F-Ase hat dieselbe Eigenschaft, 
dass die Anzahl der von ihm an die Curve gehenden Tangenten 
um zwei Einheiten kleiner ist als die Classe der Curve, Sie 
ist also Doppeltangente. Hier mag daran erinnert werden, dass 
die Doppeltangente die reciproke Singularität des Doppelpunctes 
ist, wie die nachstehende Zusammenstellung beweist. 



Doppelt angenfce. 
Von jedem Punete der Dop- 
peltangente lässt sich eine An- 
zahl von Tangenten an die Curve 
ziehen, welche um zwei Einhei- 
ten kleiner ist als die Classe 
der Curve. 



Doppelpunet. 
Jede durch den Doppelpiuict 
laufende Gerade tritft die Curve 
in einer Anzahl von Puncten, 
welche um zwei Einheilen klei- 
ner ist als die Ordnung der 
Curve, 

Die Doppelpuncte der Curve lassen sich im Allgi 
leichter durch die Darstellung in Puncteoordinaten finden. 
Allein bei der Lemniscate liefert Gl. (44.) dieselben höchst ein- 
fach. Setzen wir « + u = 0, so folgt die Gleichung sechsten 
Grades 

(8Mä_ If^O. 

Die Wurzeln fallen also zu je drei zusammen. Hätten wir statt 
der vorstehenden Gleichung etwa die nachstehende 

(Sm^ — ly (au^ + bti + c) = 0, 
so würde dies einen gewöhnlichen Doppelpunet, oder, wenn der 
hinzutretende Factor ein Quadrat wäre, einen dreifachen Punct 
anzeigen. Der hier auftretende Cubus*) zeigt an, dass die Tan- 
genten im Doppelpunet drei gewöhnliche vertreten, also die 
beiden Tangenten desselben zugleich Inflexionstangenten sind. 
Ihre Coordinaten sind 

Die beiden übrigen Doppelpuncte der Lemniscate haben die ana- 
logen Eigenschaften und die Gleichungen: 
*) Vergleiclie Seite 68 und 70. 
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i, - « = + 1 y 2 . ;. 

Weil -- j/2 == fi, so sind dies die imaginären Kreispuncte 
im Uiiendliehen. Die Brennpuncte unserer Cur ve haben die 
Gleichungen 

„ + „ = 1/2. 
Geometrisch sind dieselben dadurch ausgezeichnet, dass das 
Producfc aus den Brennstiahlen hir jeden fuivenpunct constant 
ist. Diese Eigenschaft beweist man leichter mit Punctcoordi- 
naten. Legt man vom Biennpuncte aus eini" Tangente an die 
Curve, so werden die Cooidmaten gefunden durch die Gleichung 
sechsten Grades: 

{Sv' - 8l/2.jj + ö)Vl6w^- 16 1/2. u - 17) = 0. 
Der quadratische Factor zeigt, dass jeder Werth Ton v, weicher 
ihn verschwinden macht, die Coordinate einer Tangente im 
Doppelpuncte ist. Nach der Definition des Brennpuncts und der 
oben bewiesenen Eigenschaft der imaginären Doppelpuncte der 
Lemniscate war dies zu erwarten, tlbrigens geht von dem 
Brennpuncte auch ein reelles Tangentenpaar an die Lemniscate. 
Seine Coordinaten sind 

.-;, 1/2 + 1, „_.|i/2+-|. 

Dieselben gehorchen auch der Gleichung -y ^ t( =^ + — ; und 
da Gleiches für den andern Brennpunct gilt, so laufen je zwei 
der vier reellen Tangenten, welche von den beiden Brennpuncten 
aus an die Curve gehen, durch den unendlich fernen Punct 
« — M=4-~-' Die vier Tangenten bilden also ein Parallelo- 
gramm. 

Der Kegelschnitt ^iiP -j-'dv^ — 2m» — 1 =0 ist eine gleich- 
seitige Hyperbel mit dem Mittelpuncte m -|- i" = und der 
Scheiteltangente '(==-„-, v = -—■ SiehatalsodiePunctcoordi- 
natengleiehung «^ — 1/*=— . Man kann die Lemniscate aus ihr 
durch Inversion (Petersen, Methoden und Theorieen S. 34) ent- 
stehen lassen. 
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Die Coordioaten einer der zwei andern (imaginären) Dop- 
peltangenten sind u ^ v = -^ i }/2. Man findet sie am einfach- 
sten durch Betrachtung der Tangenten, welche von dem Puncte 
u = v an die Curve gehen. 

Aufgahe. Um den Punct Q dreht aieh ein Winkel C^Z)=;' 
Ton unveränderlicher Grosse. Die Puncte C, D liegen auf einem 
Kreise mit dem Radius r. Welche Ourve umhüllt die Gerade OD? 




Wir verbinden den gegebenen Punct mit dem Mittelpuncte des 
Kreises 0, errichten zu dieser Verbindungslinie die Senkrechten 
in Q und und nehmen diese Geraden zu Axen unseres Systems. 
Schneidet also CD die Senkrechten in A uud B, so ist 

OA = u, QB = v, OQ = e. 
Sei der Anfangapunct eines rechtwinkligen Puucteoordinaten- 
systems, OÄ die Y-, OQ die X-Axe. Dann ist die Gleichung 
der Geraden AB in diesem System 

— (v — ti)x -\- eij — eu==0, ..... (45,) 
denn für a; = hat man y =^u und für x = e, y = v. 

Suchen wir die Schnittpuncte dieser Geraden mit dem Kreise 
nr} -\- y^ ^ r^ , so wird 



Nennet 



■ die Puiictcoordinaten dieser Schnittpuncte ; 
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Ferner 

yi = " + "-^ ■^i, !i, = " + ~— ^^■ 

Bcachteu wir nun, dass 
also 

so wird nach leichter Rechnung: 

1 .4 + ,^(h^ + V') - rH^^ + (« - »^)^) 1 ' ig' r 

Dies ist die Gleichung unserer Ourve. Es mag bemerkt werden, 
dass die durchgeführten Entwicklungen zunächst mit Hülfe der 
Puncteoordinaten geschahen. Ein solches Verfahren hat selbst- 
verständlich sachlich nichts Auffälliges. Man sieht aber, dass 
unser Liniencoordinatenaystem sich leicht zu einem einfachen 
Puncteoordinaten Systeme in Beziehung bringen läast. Und eine 
solche Beziehung erspart oft schwierigere Entwicklungen. 

Die Annahme w = führt zu dem Werthe u = ei. Die 
Gerade (ei, 0) ist aber ebenso wie ( — ei, 0) Doppeltangente 
der Curve. Denn diese Werthe machen F(u, v) und die beiden 
Ableitungen nach it und v zu Null. Der Punct ü ■= ist der 
reelle Punct dieser durch einen unendlich fernen Kreispunct 
laufenden Geraden, also Brenupunct der Ourve. 

Lässt man den zweiten Factor der rechten Seite unserer 
Gleichung verschwinden, so folgt 

V = ei und dazu it = oder m = — -■i^_-~7i i- 

Die vier hieraus resultirenden Tangenten sind wieder alle ima- 
ginär und der reelle Sehnittpunct des einen Paares ist wieder 
ein Brennpunct. Es ist dies der Punct m = 0. Beide Grund- 
puncte und Q sind also Brennpuncte unserer Ourve. 

Lässt man y verschiedene Werthe annehmen, so resultirt 
ein Curvenbüscheh Alle diese Curven vierter Classe haben die 
bisher besprochenen zwei imaginären Doppeltangenten und die 
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vier weiteren Taugeiiten sowie die beiden Brcniipmicte gemein- 
sam. Jeder Brenupuiict ist zudem doppelt zu rechnen. 

Wird e =^ r, so zerfällt die Curve in einen dem crzeageiiden 
Kreise c od centri sehen Kreis und den Punct v = 0. 

Ist a = 90", so verwandelt sich die Curve in den doppelt 
zu rechnenden Kegelschnitt: 

"' + '^' + ^>-^'^"*' + c'^ = 0. 

Derselbe ist Ellipse, wenn e < r, Hyperbel, wejiu i; > j". Dabei 
muss aber c* < 2r^ sein, wenn die Curve reell sein soll. Hier- 
nach haben wir den wohlbekannten Satz: „Die Kreissehnen, 
welche an einem gegebenen Puncte einen rechten Winkel span- 
nen, umhüllen einen Kegelschnitt, dessen Brennpuncte der 
Ki'eismittelpunct und der feste Drehpuncfc s'ind," Vergl. Salraon- 
Fiedler, Die Kegelschnitte, Seite 627. 

Aus diesem Kegelschnitt kann man am bequemsten die 
geometrische Figur unserer Curve entnehmen. Liegt z. B. der 
Punct Q im Innern des um beschriebenen Kreises, so besteht 
die Curve aus zwei ellipsenartigen Ringen, welche einander um- 

schliessen. 

Nennt man die Abstände der beiden Brennpuncte von einer 

Curventangente (u, v) etwa Pi, p^i ^^ ^'^^ man: 

(ß^ + 2p,psf tg^ y = 4ft'^(r^ — p,^'). 

Auch kann man för diese Grössen die Ausdrücke erhalten: 

Wi = r . cos IJ! , )Jo = , . ■ , ;- , 

^'' r, la 2,. sin {^ - y)' 

wo Tp einen willkürliehen Winkel bezeichnet. 
95. Die Cykloide. 
In nebenstehender Figur sei OA = Qß = v, OD = — u, 

Wenn der Kreis auf der (7-Ase rollt, so beschreibt der 
Punct C des rollenden Kreises die Cykloide, deren tiefster Punct 
in liegen möge. Nennen wir den Punct, in welchem die Ver- 
bindungslinie des augenblicklich höchsten Punctes des Kreises 
mit C die Ü-Axe schneidet, D, so ist BD Tangente der 
Cykloide, weil DCA ein rechter Winkel und CA normal zur 
Cykloide ist, da in diesem Augenblicke der Punkt ^, als ruhend 
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gedacht werden kanu. Nennen wir den Winkel CBA, a, so ist 
V = 2»'« == ea; ferner aus Dreieck DBA 

~-t8 7- («.) 

Dies ist die Gleichung der Cykloide. 

Man bildet nun die folgenden Gleichungen: 






indem v als unabhängige Variable genommen \ 
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Hieraus folgt für den Krümmungsradius B. 
li- äe.sin-- ■ . . . 



.... (48.) 

Demnacli ist der Krümmniigsradius gleich dem doppel- 
ten CA. 

Für alle v = 2e7tp, wenn p ganzzahlig, erhalten wir B=0, 
also Spitzen. 

Für das Bogeneleinent wird (?s ^ 2 sin ■ ■ cJv, 



= 2<;['l-cosy') (49.) 



Für das Fiächenelemorit: 



■ cos - ■ äv -\- c . siti^ --- -dv 
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und daher das Curvcnsegmeni begrenzt von der Sehae, welche 
den tiefsten Punct w = mit dem Berührungspuncte der Tan- 
gente (v, u) YerbiniJet, (also in unserer Figur die Gerade OC) 

^ = ^ev--~vsm'^ — ^cf' sin^^- . . (50.) 

Nimmt man v = e:i, also das Curvenatück, welches durch eine 
ganze Äbrollung beschrieben wird, so ist die von der U-Ase 
und diesem ganzen Ciurvenzweig begrenzte Fläche q? = — e^ je, 
also dreimal so gross als der Inhiilt des rollenden 

Das Segment vom tiefsten zum höchsten Punet hat den 
Inhalt -g- r^TC. Die beiden so entstehenden Segmente lassen 
also ein Dreieck mit dem Inhalte 2r^jr von der ganzen Flache 
übrig, wie ja anch geometrisch evident ist, da seine Höhe 2r 
und seine Grundlinie 2rz ist. 

96. Ist im Allgemeinen eine Cuvve in Punctcoordinaten 
durch die Gleichung ii'(a:, y) = definirt, so wähle man irgend 
ein passendes System unserer Liniencoordinaten, was durch 
zweckmässige Wahl der Grundpuncte 0, Q geschieht. Alsdann 
bestimme man die Schnittpuncte A, B der Axen U, V mit einer 
Tangente der Curve, woraus man die Wertlie OA = u und 
QB = V erhält. Aus diesen Gleichungen eliminirt man mit 
Hülfe der Ourvengleichung F(x, j/) = Ü die Coordinaten x, y, 
und die resultirende Gleichung in w, v ist die gesuchte Gleichung 
der Curve in Liniencoordinaten. Dieselbe ist im Allgemeinen 
vom Grade n(n — 1) und dieser erniedrigt sich nur, wenn die 
Curve Doppelpuncte oder Spitzen enthält. 

Soll umgekehrt die Gleichung m*™ Grades F(ii, ■<!) => der 
Curve, welche in Liniencoordinaten gegeben ist, in eine solche 
in Puneteoordinaten verwandelt werden, so greife man den Be- 
rührungspunct der Tangente {u, v) heraus und bestimme seine 
Abstände x, y von zwei willkürlichen zu einander senkrechten 
Linien. So erhält man ebenfalls drei Gleichungen, aus denen 
man *(, v eliminirt, um ein Resultat, welches im Allgemeinen 
w()*— 1)**° Grades in x, y ist, zu erhalten. Dieser Grad erniedrigt 
sich, wenn die Ourvc Doppeltangenten oder Inflexionen enthält. 
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97. Wie für die Punctcoordinaten , so lassen sich ancli für 
die Liniencoordinateii Transformationsforiuelii angeben. 
Wählt man die willkürlichen Puncte 

Q' ^^--. Du -\- Ev -\- F = j 
7.n Grundpuncten des nenen Systems, so ist der Axeiiabstund 



e- = -|/(6' ~ F)' + c\A — Dy , 
wenn die obigen Uleiehuugen die Normalform haben, was 
wir voraussetzen dürfen. Losen wir die Gleichungen (51.) nach 
w und V auf, so erhalten wir die Coordinaten des neuen Mit- 
tellotes. Nennen wir dieselben «„, v^, so ist 

Daher findet man den Winkel «, den das neue Mittellot mit 
einer willkiirlicben Goraden (u, v) bildet, aus der Glei- 
chung: (§. 20) 

Fällen wir nun die Senkrechten von O und Q' auf die Gerade 
(m, v), so werden die Längen derselben bezöglich: 
Au-\-Bv + C ^ Du + Ev + F 

Und hieraus gehen die Werthe der neuen Coordinaten u, v 
hervor, wenn wir durch cos a dividiren. So ergiebt sich dann 

• _ ,,' __ Au + Bv + G _ ] 

■" -^ß _ (C - F) («-*.) + e^A -D)' ' 

Dm + E« + F .' ■ ■ ^'''■^■' 



I 



"• _(C- F)(u-v)-^e\A - 
Setnen wir C '= F, so werden die Äxen einfach parallel vor- 
schoben (§. 59), und dieser Fall scheint sich in den Beispielen 
als Hauptfall zu bewahren. Nehmen wir dagegen A = D, so 
sind die neuen Axen senkrecht zu den ursprünglichen. All- 
gemein ist der "Winkel fi, den die neuen Äxen mit den ursprüng- 
lichen bilden, durch die Gleichung zu finden: 

tgC-7-fe4 (£-3.) 
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